Лекции по семантика на езиците за програмиране

Писани са от мен, Иван Димитров Георгиев (вече завършил) студент по информатика, електронната ми поща е ivandg@yahoo.com.
Четени през летния семестър на учебната 2003/2004 година. Лектор тогава беше професор Иван Сосков. Използвал съм само мои записки от лекции, както и учебника Теория на програмите на Сосков и Дичев. Изрично отбелязвам, че темата схеми на програми не е довършена – само са дадени дефинициите на синтаксиса и семантиката на итеративните и рекурсивните схеми. Трябва да се включат още превода на итеративни схеми в рекурсивни (чрез опашкови функции) и евентуално примера на Патерсън и Хюит (който обикновено не се предава, тъй като времето не достига).

Добре е да имате инсталиран MathType, за да нямате проблеми при разчитането. От този линк http://www.dessci.com/en/dl/MTW6.exe може да изтеглете trial версия за един месец.
Въведение

С N ще означаваме множеството на естествените числа,

N = { 0, 1, 2, … }. С Nk, k > 0, ще означаваме k-тата декартова 

степен на N, N1 = N. С Nw означаваме множеството от всички безкрайни редици от естествени числа. За краткост наредената k-торка x1, x2, …, xk или безкрайната редица x1, x2, … ще означаваме с x, като размерът ще се разбира от контекста.

В курса често ще разискваме функции, които са дефинирани в Nk, k > 0 и приемат стойности в N – наричаме ги функции на k аргумента. Задаваме ги чрез техните графики, които представляват (k+1)-местни релации над N, т.е. подмножества на Nk+1. Нека G ( Nk+1. 

Тогава G задава функция на k аргумента, ако е изпълнено следното условие: ако (x, y) ( G и (x, y() ( G, то y = y(.

Ако допълнително е изпълнено: за всяко x ( Nk съществува y ( N, такова че (x, y) ( G, казваме че G задава тотална функция. Ако това условие не е изпълнено, казваме че функцията е частична. Нека G задава функция f на k аргумента. Записваме G = Gf. 

Ще записваме f (x) ( y, ако (x, y) ( Gf.

Дефинираме Dom (f) = { x ( Nk | съществува y ( N, така че (x, y) ( Gf }.

Дефинираме Ran (f) = { y ( N | съществува x ( Nk, така че (x, y) ( Gf }.

Ще означаваме !f (x), ако x ( Dom (f), т.е. съществува y ( N, 

такова че f (x) ( y. Ако x ( Dom (f) ще означаваме (!f (x).

За да подчертаем, че f е частична функция на k аргумента 

записваме f : Nk ( N.

С (! означаваме функцията, която не е дефинирана никъде.

Нека f и g са функции (на различен, възможно безкраен брой аргументи).

Означаваме f (x1) ( g (x2), ако за всяко y ( N, f (x1) ( y ( g (x2) ( y.

Лесно се вижда, че това означава следното: 

x1 ( Dom (f), x2 ( Dom (g) и f (x1) = g (x2) или x1 ( Dom (f), x2 ( Dom (g).

Често ще използваме следното означение за функция, което идва от 

(-смятането на Чърч. Ако f : Nk ( N е частична функция 

записваме f = (x.f (x).

Пространството Fn. Теорема на Кнастер-Тарски. Правило на Скот.
С Fn, n > 0 означаваме множеството на всички частични функции на 

n аргумента. В множеството Fn въвеждаме частична наредба: 

(f, g ( Fn) f ( g ( Gf ( Gg ( за всяко x ( Nn, y ( N имаме 

f (x) ( y ( g (x) ( y. Ако f ( g, казваме че f е подфункция на g или, че g е продължение на f. Въведената наредба не е линейна – всеки две различни тотални функции са несравними. Наредбата притежава единствен минимален елемент – функцията (!, която се продължава до всяка функция. Също така, наредбата притежава безброй много (дори неизброимо много) максимални елементи – това са всички тотални функции, които не могат да бъдат продължавани.

Нека X ( Fn . Казваме, че g ( Fn е горна граница на X, 

ако за всяка f ( X имаме, че f ( g. Казваме, че g ( Fn е точна горна граница на X, ако за всяка горна граница g( на X имаме, че g ( g(.

Естествено, ако X притежава точна горна граница, то тя е единствена.

Нека { fk} е редица от функции, fk ( Fn. Казваме, че редицата е монотонно растяща, ако fk ( fk+1 за всяко k ( N.

Твърдение: Нека { fk} е монотонно растяща редица от 

функции, fk ( Fn. Дефинираме функцията g по следния начин: 

(x ( Nn, y ( N) g (x) ( y ( съществува k ( N, такова че fk (x) ( y.

Тогава g е добре дефинирана n-местна функция, която е точна горна граница на { fk }.

Доказателство: нека x ( Nn, y1, y2 ( N и g (x) ( y1, g (x) ( y2. Тогава съществуват k1, k2 ( N, такива че 
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Нека за определеност k1 ( k2. Тогава 
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Получихме, че g е добре определена функция.

Нека k ( N и fk (x) ( y, x ( Nn, y ( N. Тогава по определение g (x) ( y (
fk ( g за всяко k ( N ( g е горна граница на { fk}.

Нека h ( Fn е произволна горна граница на { fk}.

Нека x ( Nn, y ( N и g (x) ( y. Тогава съществува k ( N, такова че

fk (x) ( y, но fk ( h ( h (x) ( y. Така g ( h. Твърдението е доказано.

Графиката на функцията g от твърдението получихме като обединение на графиките на функциите f0, f1, …, fk, …. Това ни дава основание да означаваме g = 
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Нека ( е частична функция. Казваме, че ( е крайна функция, ако

Dom (() е крайно множество ( G( е крайно множество. Обикновено крайните функции ще означаваме с (.

Твърдение: Нека ( е крайна n-местна функция. Нека { fk} е монотонно растяща редица. Нека ( ( 
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Тогава съществува m ( N, такова че ( ( fm.

Доказателство: ако Dom (() = (, твърдението е очевидно.

Нека Dom (() = { x0, x1, …, xr }, xi ( Nn. Нека ( (xi) ( yi, i = 0, 1, …, r.

Да означим g = 
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. Имаме, че ( ( g ( g (xi) ( yi, i = 0, 1, …, r (
за всяко i ( { 0, 1, …, r } съществува ki ( N, такова че 
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Нека m = max (k0, k1, …, kr). Тогава 
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 ( fm, i = 1, 2, …, r ( fm (xi) ( yi за всяко i = 0, 1, …, r ( ( ( fm.
Ще казваме, че Г e оператор, ако Г e тотално изображение на 
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Нека Г : Fn ( Fm е оператор. Ще казваме, че Г е компактен оператор, ако за всяка функция f ( Fn, x ( Nm, y ( N имаме, че

Г (f) (x) ( y ( съществува крайна ( ( f, такава че Г (() (x) ( y.

Интуитивно, за да изчислим Г (f) (x) за дадено x използваме само краен брой стойности на f.

Ще дадем пример за некомпактен оператор. 

Нека Г : F1 ( F1 е дефиниран с 

Г (f) (x) ( 0 за всяко x ( N, ако f е тотална;

Г (f) (x) ( 1 за всяко x ( N, ако f не е тотална.

Ако f е тотална функция, то Г (f) (x) ( 0 за всяко x ( N, но за всяка крайна ( ( f имаме, че Г (f) (x) ( 1 за всяко x ( N, тъй като крайните функции не са тотални.

Твърдение: Нека Г1 : Fn ( Fm, Г2 : Fn ( Fm са два компактни оператора и за всяка крайна ( ( Fn имаме, че Г1 (() = Г2 (().

Тогава Г1 (f) = Г2 (f) за всяка f ( Fn .

Доказателство: нека f ( Fn , x ( Nm, y ( N. Тогава Г1 (f) (x) ( y ( съществува крайна ( ( f, такава че Г1 (() (x) ( y (
съществува крайна ( ( f, такава че Г2 (() (x) ( y, тъй като Г1 (() = Г2 (() ( Г2 (f) (x) ( y. Така Г1 (f) = Г2 (f).

Казваме, че Г : Fn ( Fm е монотонен оператор, 

ако за всеки f, g ( Fn имаме f ( g ( Г (f) ( Г (g).

Твърдение: Всеки компактен оператор е монотонен.

Доказателство: нека Г : Fn ( Fm е компактен оператор.

Нека f, g ( Fn и f ( g. Нека x ( Nm, y ( N и Г (f) (x) ( y. Тогава съществува 

крайна ( ( f, такава че Г (() (x) ( y, но f ( g ( ( ( g, ( е крайна и 

Г (() (x) ( y ( Г (g) (x) ( y. Така Г (f) ( Г (g) ( Г e монотонен оператор.

Казваме, че Г : Fn ( Fm е непрекъснат оператор,

ако за всяка монотонно растяща редица { fk}, fk ( Fn имаме, 

че Г (
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Твърдение: Всеки непрекъснат оператор е монотонен.

Доказателство: нека Г : Fn ( Fm е непрекъснат оператор.

Нека f, g ( Fn и f ( g. Разглеждаме редицата f, g, g, …, g, ….

Очевидно тази редица е монотонна и нейната точна горна граница е g.

Тогава Г (g) е точна горна граница на { Г (f), Г (g) } ( Г (f) ( Г (g).

Така, ако Г е непрекъснат оператор, то за всяка монотонно растяща редица { fk} имаме, че { Г (fk)} също е монотонно растяща и

Г (
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Твърдение: Всеки компактен оператор е непрекъснат.

Доказателство: нека Г : Fn ( Fm е компактен оператор. Нека { fk } е монотонно растяща редица. Полагаме g = 
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че Г (g) е точна горна граница на { Г (fk)}. Тъй като g е горна граница на 

{ fk}, то за всяко k ( N имаме, че fk ( g. От по-предното твърдение имаме, че Г е монотонен оператор ( Г (fk) ( Г (g) за всяко k ( N ( 

Г (g) е горна граница на { Г (fk)}. Нека h е горна граница на { Г (fk)}. 

Ще покажем, че Г (g) ( h. Нека x ( Nm, y ( N и Г (g) (x) ( y. 

Тогава съществува крайна ( ( g, такава че Г (() (x) ( y. 

Имаме, че ( ( g = 
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 ( съществува m ( N, такова че ( ( fm ( 

Г (fm) (x) ( y ( h (x) ( y. Така Г (g) ( h и Г (g) e точна горна 

граница на { Г (fk)}.

Твърдение: Всеки непрекъснат оператор е компактен.

Доказателство: нека Г : Fn ( Fm е непрекъснат оператор.

Нека f ( Fn. Нека (k е ограничението на функцията f върху 

[0, k] x [0, k] x … x [0, k]. Ясно е, че { (k} е монотонно растяща от крайни функции и 
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 = f. Тъй като Г е непрекъснат оператор, то

от по-горе получаваме, че Г (f) = 
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Нека x ( Nm, y ( N и Г (f) (x) ( y. Тогава съществува k ( N, 

такова че Г ((k)(x) ( y и (k е крайна функция.

Обратно, нека ( ( f е крайна функция и Г (()(x) ( y. 

Тогава Г (f) (x) ( y, тъй като Г e монотонен оператор.

Така Г е компактен оператор.

Нека Г : Fn ( Fn  е оператор. 

Казваме, че f ( Fn е неподвижна точка за Г, ако Г (f) = f.

Казваме, че f ( Fn е квазинеподвижна точка за Г, ако Г (f) ( f.

Oчевидно всяка неподвижна точка за Г е и квазинеподвижна за Г.

Казваме, че f ( Fn е най-малка неподвижна точка за Г, 

ако f е неподвижна точка за Г и за всяка неподвижна точка 

g на Г имаме, че f ( g. Ясно е, че ако един оператор притежава 

най-малка неподвижна точка, то тя е единствена.

Аналогично се дефинира най-малка квазинеподвижна точка за Г.

Естествено, ако Г притежава най-малка квазинеподвижна точка, то тя е единствена. Освен това, ако f е най-малка квазинеподвижна точка за Г и g e най-малка неподвижна точка за Г, то f ( g, тъй като g е квазинеподвижна за Г. Обратното в общия случай не е изпълнено.

Вярно е, обаче, следното

Твърдение: Нека Г : Fn ( Fn  е монотонен оператор. Нека f ( Fn е 

най-малка квазинеподвижна точка за Г. Тогава f е най-малка неподвижна точка за Г.

Доказателство: имаме, че Г (f) ( f ( (Г – монотонен) Г (Г (f)) ( Г (f) (
( Г (f) е квазинеподвижна точка за Г ( f ( Г (f). Така f е неподвижна точка за Г. Нека g ( Fn е неподвижна точка за Г. Toгава g е квазинеподвижна точка за Г ( f ( g, тъй като f е най-малка квазинеподвижна точка за Г. Така f е най-малка неподвижна точка за Г.

Теорема (Кнастер-Тарски): Нека Г : Fn ( Fn  е компактен оператор. Тогава Г притежава най-малка квазинеподвижна точка.

Доказателство: с индукция по k дефинираме редицата от функции { fk}.

База: f0 = (!.

Предположение: нека fk е дефинирана, k ( 0.

Стъпка: тогава fk+1 = Г (fk).

С индукция по k ще покажем, че редицата { fk} е монотонно растяща.

База: очевидно f0 ( f1, тъй като f0 = (!.

Предположение: нека fk ( fk+1, k ( 0.

Стъпка: тъй като Г e компактен, то Г е монотонен ( Г (fk) ( Г (fk+1), т.е.

fk+1 ( fk+2.

Да означим f = 
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Ще покажем, че f е най-малка квазинеподвижна точка за Г.

Имаме Г (f) = Г (
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 = f. Използвали сме, 

че Г е непрекъснат оператор, тъй като Г е компактен.

Така f е квазинеподвижна точка за Г.

Нека g ( Fn e произволна квазинеподвижна точка за Г. 

Ще покажем, че f ( g. За целта с индукция по k ще покажем, че fk ( g.

База: f0 ( g, тъй като f0 = (!.

Предположение: нека fk ( g, k ( 0.

Стъпка: тъй като Г e компактен оператор, то Г е монотонен (
Г (fk) ( Г (g) ( g, тъй като g е квазинеподвижна точка.

Получихме, че g е горна граница на { fk}, но f е точната горна граница 

на { fk} ( f ( g. Теоремата е доказана.

Тъй като всеки компактен оператор е монотонен, то от твърдението 

по-горе получаваме, че всеки компактен оператор притежава най-малка неподвижна точка (която е и най-малка квазинеподвижна точка). Доказателството на теоремата на Кнастер-Тарски е конструктивно и дава метод за нейното намиране.

Правило на Скот

Нека Г : Fn ( Fn e компактен оператор и f ( Fn е най-малката неподвижна точка на Г, f = 
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, f0 = (!, fk+1 = Г (fk).

Нека P е някакво свойство на функциите от Fn, т.е. P : Fn ( { true, false }. 

Да предположим, че сме доказали P ((!) и за всяка g ( Fn, P (g) ( P (Г (g)). С индукция по k ще покажем, че P (fk) за всяко k ( N.

База: при k = 0, f0 = (! и P (f0) вече е доказано.

Предположение: нека е доказано P (fk).

Стъпка: имаме P (fk) ( P (Г (fk)), P (fk) е вярно ( P (Г (fk)), т.е. P (fk+1).

Въпросът е дали оттук следва верността на P (f), т.е. P (
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С пример ще покажем, че това не е така. Разглеждаме операторът

Г : F1 ( F1, дефиниран с

Г (f)(x) ( if x = 0 then 1 else x * f (x-1) за всеки f ( F1, x ( N.
Тривиално се проверява, че Г e компактен оператор. 

С индукция по k ще покажем, че fk = (x. if x < k then x! else (!.

База: при k = 0, f0 = (! = (x. if x < 0 then x! else (!.

Предположение: нека fk = (x. if x < k then x! else (!, k ( 0.
Стъпка: имаме fk+1 = Г (fk). Да означим g = (x. if x < k+1 then x! else (!.

Ако x = 0, то fk+1 (0) ( 1 и g (0) ( 0! = 1, тъй като 0 < k+1. 

Така fk+1 (0) ( g (0).

Ако 0 < x < k+1, то fk+1 (x) ( x * fk (x-1) и x-1 < k ( fk (x-1) ( (x-1)! (
fk+1 (x) ( x! и g (x) ( x!, тъй като x < k+1. Така fk (x) ( g (x) за всяко x < k+1.

Ако x ( k+1, то fk+1 (x) ( x * fk (x-1) и x-1 ( k ( (! fk (x-1) ( (! fk+1 (x) и

(! g (x), тъй като x ( k+1. Така fk (x) ( g (x) за всяко x ( k+1.

Окончателно fk+1 (x) ( g (x) за всяко x ( N.

Оттук веднага получаваме, че f = 
[image: image29.wmf]U
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 = (x. x! е най-малката неподвижна точка на Г.

Да дефинираме свойството P по следния начин: 

P (g) ( съществува x ( N, такова че (! g (x).

Очевидно е, че P ((!). Ще покажем, че за всяка g ( F1, P (g) ( P (Г (g)).

Нека P (g). Тогава съществува x ( N, такова че (! g (x). Имаме x+1 > 0 и

Г (g)(x+1) ( (x+1) * g (x) ( (! Г (g)(x+1). Така P (Г (g)).

Въпреки това, не е вярно, че P ((x. x!), тъй като (x. x! е тотална функция.

Този пример показва, че трябва да наложим някакво ограничение на свойството P.

Казваме, че P : Fn ( { true, false } е непрекъснато, ако за всяка монотонно растяща редица от функции { fk}, fk ( Fn, 

P (fk) за всяко k ( N ( P (
[image: image30.wmf]U
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Теорема (правило на Скот): Нека P е непрекъснато свойство, Г e компактен оператор. Нека P ((!) и за всякa g ( Fn, P (g) ( P (Г (g)). 

Toгава P (f), където f е най-малката неподвижна точка на Г.

Доказателство: имаме f = 
[image: image31.wmf]U
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, f0 = (!, fk+1 = Г (fk) за всяко k ( N.

Вече показахме, че в такъв случай P (fk) за всяко k ( N, също { fk} е монотонна редица и P е непрекъснато свойство. Така P (
[image: image32.wmf]U
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), т.е. P (f).

Ще дадем някои примери за непрекъснати свойства.

Свойство P от вида: P (f) ( за всяко x ( Nn, (! f (x) и I (x)) ( O (x, f (x)), където I (x) и O (x, y) са произволни предикати над ествените числа се нарича условие за частична коректност. Идеята е, че предикатът I е условие за входните данни, а предикатът O е условие за 

изходните данни. Ясно е, че P ((!) е вярно при всеки избор на предикатите I, O.

Свойство P от вида: P (f) ( за всяко x ( Nn, I (x) ( (! f (x) и O (x, f (x))), където I, O имат същия смисъл се нарича условие за тотална коректност. Ясно е, че P ((!) е вярно ( I (x) ( false при всеки избор на O.

При фиксирани I, O условието за тотална коректност влече условието за частична коректност, тъй като то предполага резултат от изчислението на функцията.

Теорема: Всяко условие за частична коректност е непрекъснато.

Доказателство: нека P (f) ( за всяко x ( Nn, (! f (x) и I (x)) ( O (x, f (x)).

Нека { fk} е монотонно растяща редица от функции и P (fk) за всяко k ( N.

Нека f = 
[image: image33.wmf]U
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. Нека I (x) и ! f (x), f (x) ( y. Тогава съществува k ( N, такова че fk (x) ( y, т.е. I (x) и ! fk (x) ( O (x, fk (x)), т.е. О (x, y) ( 

( O (x, f (x)). Така доказахме P (f).

По аналогичен начин се показва, че всяко условие за тотална коректност е непрекъснато. Пропускаме доказателството, тъй като правилото на Скот не е приложимо за такива условия – ако P е условие за тотална коректност, то P ((!) не е вярно (освен в тривиалния случай, когато няма входни данни, т.е. I ( false).

Нека отново разгледаме компактният оператор Г : F1 ( F1,

Г (f)(x) ( if x = 0 then 1 else x * f (x-1) за всеки f ( F1, x ( N.
Ще покажем, че за всяко x ( N, ! f (x) ( f (x) = x!, където f е най-малката неподвижната точка на Г. За целта дефинираме свойство P,

P (g) ( за всяко x ( N, ! g (x) ( g (x) = x!. Това е условие за частична коректност: I ( true, O (x, y) ( y = x!. Така правилото на Скот е приложимо. 

Имаме P ((!), тъй като P е условие за частична коректност.

Нека P (g), т.е. за всяко x ( N, ! g (x) ( g (x) = x!.

Нека ! Г (g) (x). Ако x = 0, то Г (g)(0) = 1 = 0!. Нека x ( 0. Тогава

Г (g)(x) ( x * g (x-1), ! Г (g)(x) ( ! g (x-1) ( g (x-1) = (x-1)! ( 

( Г (g)(x) = x * (x-1)! = x!. Така P (Г (g)).

Така получихме, че най-малката неподвижна точка на Г се продължава от (x. x!. С тривиална индукция по x се показва, че всяка неподвижна точка на Г e тотална функция. Така още веднъж получихме, че 

най-малката неподвижна точка на Г e (x. x!.

Лема: Нека { fk} е монотонно растяща редица, f = 
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Нека { gk} е монотонно растяща редица, g = 
[image: image35.wmf]U
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. 

Нека fk ( gk за всяко k ( N. Тогава f ( g.

Доказателство: имаме fk ( gk ( 
[image: image36.wmf]U
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за всяко k ( N, така че
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 е горна граница на редицата { fk} ( тя продължава точната горна граница на { fk}, т.е. f = 
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Твърдение: Нека Г1 : Fm ( Fn и Г2 : Fm ( Fn са компактни оператори.

Toгава свойството P, дефинирано с P (g) ( Г1 (g) ( Г2 (g) е непрекъснато.

Доказателство: нека { fk} е монотонно растяща редица и 

P (fk) за всяко k ( N, т.е. Г1 (fk) ( Г2 (fk) за всяко k ( N.

От лемата 
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Тогава Г1 (f) = Г1 (
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) = 
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 = Г2 (
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) = Г2 (f).

Използвали сме, че Г1 и Г2 са непрекъснати оператори. Така P (f).
Като пример свойството P, дефинирано с P (g) ( g ( (x. g (g (x)) е непрекъснато, тъй като Г1 (g) = g и Г2 (g)(x) ( g (g (x)) са компактни оператори.

Твърдение: Нека P1 и P2 са непрекъснати свойства. 

Тогава свойството P (g), дефинирано с P (g) ( P1 (g) и P2 (g) е непрекъснато.

Доказателство: нека { fk} е монотонно растяща редица от функции и

P (fk) за всяко k ( N. Тогава P1 (fk) за всяко k ( N и 

P2 (fk) за всяко k ( N. Нека f = 
[image: image47.wmf]U
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. От непрекъснатостта на P1 и P2 получаваме P1 (f) и P2 (f). С това показахме P (f).

Следствие: Нека Г1 : Fm ( Fn и Г2 : Fm ( Fn са компактни оператори.

Toгава свойството P, дефинирано с P (g) ( Г1 (g) = Г2 (g) е непрекъснато.

Доказателство: Г1 (g) = Г2 (g) ( Г1 (g) ( Г2 (g) и Г2 (g) ( Г1 (g). Прилагаме

предните две твърдения.

Твърдение: Нека P1 и P2 са непрекъснати свойства. Тогава свойството

P (g), дефинирано с P (g) ( P1 (g) или P2 (g) е непрекъснато.

Доказателство: нека { fk} е монотонно растяща редица и P (fk) 

за всяко k ( N, т.е. P1 (fk) или P2 (fk) за всяко k ( N. 

Нека N1 = { k|P1 (fk) } и N2 = { k|P2 (fk) }. Имаме N1 ( N2 = N, така че поне едно от N1, N2 е безкрайно. Нека, например, N1 е безкрайно.

Нека h е биективна функция, такава че h : N ( N1 и за всеки x, y ( N
x ( y ( h (x) ( h (y). С други думи N1 = { h (0), h (1), …, h (n), …} и

h (0) < h (1) < …< h (n) < …. Ясно е, че { 
[image: image48.wmf]h (k)
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} е монотонна редица.

Твърдим, че 
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за всяко k ( N, h (k) ( k ( fk ( 
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и можем да приложим лемата.

Също, ако 
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. Тъй като P1 е непрекъснато и P1 (
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С това показахме P (
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Ще проверим, че отрицание на непрекъснато свойство не винаги е непрекъснато. 

Нека P : F1 ( { true, false} е свойството, дефинирано с P (f) ( f е тотална. Тогава P е непрекъснато. Действително, ако { fk} е монотонно растяща редица от тотални функции, то всички функции в редицата съвпадат с точната горна граница на редицата, така че и тя е тотална. 

От друга страна, отрицанието на P не е непрекъснато. Действително, нека f е произволна тотална функция. Нека (k е ограничението на f върху [0, k], k ( N. Ясно е, че { (k} е монотонна редица и 
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Oчевидно (k не е тотална за всяко k ( N, но f е тотална функция.

Ще илюстрираме правилото на Скот в още някои примери.

Нека П : N ( { true, false } е тотален предикат, h ( F1 е тотална функция.

Дефинираме оператор Г по следния начин:

Г (g)(x) ( if П (x) then x else g (g (h (x))). Тривиално се проверява, че Г e компактен оператор. Нека f е най-малката неподвижна точка на Г.

Ще покажем, че за всяко x ( N имаме f (x) ( f (f (x)). За целта дефинираме свойство P по следния начин: P (g) ( за всяко x ( N, g (x) ( f (g (x)). 

Преди всичко, свойството P е непрекъснато, тъй като Г1 (g) = g и 

Г2 (g)(x) ( f (g (x)) са компактни оператори. Очевидно, P ((!). 

Нека P (g), т.е. g (x) ( f (g (x)). За всяко x ( N имаме

f (Г (g)(x)) ( f (if П (x) then x else g (g (h (x)))) (
( if П (x) then f (x) else f (g (g (h (x)))). 

Имаме f (x) ( if П (x) then x else f (f (h (x))) ( за всяко x ( N, 

П (x) ( f (x) = x. Също, f (g (g (h (x)))) ( g (g (h (x))). 
Така f (Г (g)(x)) ( if П (x) then x else g (g (h (x))) ( Г (g)(x).

С това показахме P (Г (g)). Остава да приложим правилото на Скот.

Нека П : N ( { true, false } е тотален предикат, h, k ( F1 са тотални функции. Дефинираме оператор Г по следния начин:

Г (g)(x, y) ( if П (x) then y else h (g (k (x), y)). Тривиално се проверява, че Г e компактен оператор. Нека f е най-малката неподвижна точка на Г.

Ще покажем, че за всеки x, y ( N имаме h (f (x, y)) ( f (x, h (y)).

За целта дефинираме свойство P по следния начин:

P (g) ( за всеки x, y ( N, h (g (x, y)) ( g (x, h (y)). Ясно е, че P е непрекъснато свойство, тъй като Г1 (g)(x, y) ( h (g (x, y)) и
Г2 (g)(x, y) ( g (x, h (y)) са компактни оператори. Очевидно, P ((!).

Нека P (g), т.е. за всеки x, y ( N, h (g (x, y)) ( g (x, h (y)).

За всеки x, y ( N имаме Г (g)(x, h (y)) ( if П (x) then h (y) else 

h (g (k (x), h (y))) ( h (if П (x) then y else g (k (x), h (y))) (
( h (if П (x) then y else h (g (k (x), y))) ( h (Г (g)(x, y)).

С това показахме P (Г (g)). Остава да приложим правилото на Скот.

Области на Скот. Непрекъснати изображения. Теорема на Кнастер-Тарски.

Нека A e произволно множество, в което е въведена частична наредба (.

Нека съществува ( ( A, който е най-малък относно (, т.е.

( ( a за всяко a ( A. Нека, освен това, всяка монотонно растяща редица

а0 ( а1 ( … ( an ( …има точна горна граница в A, т.е. съществува a ( A, такова че an ( a за всяко n ( N и за всяко b ( A, такова че an ( b за всяко n ( N имаме, че a ( b. Естествено, точната горна граница a ( А е единствена, означаваме a = 
[image: image67.wmf]U
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. При тези предположения, наредената тройка (A, (, () наричаме област на Скот. Множеството А наричаме носител на областта на Скот. От самата дефиниция следва, че А е непразно (( ( A). Обикновено ще означаваме областта на Скот по същия начин, както носителя: А = (A, (, ().

Ще дадем някои примери за области на Скот.

Тройката Fn = (Fn, (, (!) е област на Скот, както показахме по-горе.

По-общо, ако B е произволно множество и FnB е множеството на 

n-местните частични функции на B, т.е. FnB = { f | f : Bn ( B },

то FnB = (FnB, (, (!) е област на Скот. Естествено, Fn = FnN.

Нека B е произволно множество. Тогава P (B) = (P (B), (, () е област на Скот. Тук ( е обичайното включване на множества, ( е празното множество, което се включва във всяко подмножество на B.

Всяка монотонна редица B0 ( B1 ( … ( Bn ( …има точна горна граница – обединението на множествата в редицата.

Нека A0 е произволно множество, ( ( A0, A = A0 ( { ( }. Въвеждаме частична наредба в A: за всеки x, y ( A, x ( y ( x = ( или x = y.

Ще проверим, че ( действително е частична наредба.

Имаме x ( x за всяко x ( A, тъй като x = x.

Нека x, y ( A, x ( y и y ( x. Нека x ( (. Toгава от x ( y получаваме x = y.

Нека x = (. Имаме y ( x, т.е. y = ( = x или y = x. 

Така x ( y и y ( x ( x = y.

Нека x, y, z ( A, x ( y и y ( z. Ако x = (, то x ( z. Нека x ( (. Tъй като

x ( y, то x = y. От друга страна y ( z, така че x ( z.

Така x ( y и y ( z ( x ( z.
Ясно е, че ( ( x за всяко x ( A, т.е. ( e най-малкият елемент на A.

Нека x0 ( x1 ( … ( xn ( … е монотонно растяща редица.

Нека за всяко n ( N имаме xn = (. Тогава ( e точна горна граница на редицата { xn}.

Нека съществува n ( N, такова че xn ( (. Тогава xn = xn+1. Оттук xn+1 ( (, така че xn+1 = xn+2. По индукция xn = xn+1 = …= xn+k = …. Тогава xn е точна граница на редицата { xn}.

И така доказахме, че A = (A, (, () е област на Скот. Тя се нарича плоска област на Скот.

Ще дадем един отрицателен пример за област на Скот.

Тройката (N, (, 0), където ( е стандартната наредба в N не е област на Скот, тъй като редицата 0 ( 1 ( 2 ( …е монотонно растяща редица, която няма точна горна граница.

Сега ще покажем една лема, която ще използваме по-долу.

Лема: Нека A = (A, (, () е област на Скот и { an}, { bn} са монотонни 

редици в A. Нека an ( bn за всяко n ( N. Тогава 
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Доказателство: за всяко k ( N е изпълнено ak ( bk ( 
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Конструкции на области на Скот
Нека A1 = (A1, (1, (1), A2 = (A2, (2, (2), …, An = (An, (n, (n), n ( 2 са области на Скот. Означаваме A = A1 x A2 x … x An – декартовото произведение на множествата A1, A2, …, An. 

В A въвеждаме релация ( : за всеки ai ( Ai, bi ( Ai, i = 1, 2, …, n, 

(a1, a2, …, an) ( (b1, b2, …, bn) ( a1 (1 b1 и a2 (2 b2 и …и an (n bn.
Очевидно е, че ( е частична наредба в А, тъй като (1, (2, …, (n са частични наредби в A1, A2, …, An съответно. При това ( = ((1, (2, …, (n) е най-малък елемент в A относно (.

Твърдение: Нека { (ak1, ak2, …, akn) } е монотонно растяща редица от елементи на A. Нека ai ( Ai е точната горна граница на { aki}, 

i = 1, 2, …, n. Тогава (a1, a2, …, an) ( A е точна горна граница на 

редицата { (ak1, ak2, …, akn) }.

Доказателство: преди всичко, за всяко i ( { 1, 2, …, n } редицата { aki} е монотонно растяща редица в Ai относно (i, така че елементът ai е добре дефиниран. За всяко k ( N имаме ak1 (1 a1, ak2 (2 a2, …, akn (n an, така че

(ak1, ak2, …, akn) ( (a1, a2, …, an) за всяко k ( N, т.е. (a1, a2, …, an) е горна граница на { (ak1, ak2, …, akn) }. Нека (ak1, ak2, …, akn) ( (b1, b2, …, bn) за всяко k ( N. Тогава за всяко i ( { 1, 2, …, n}, aki (i bi за всяко k ( N, така че bi е горна граница на { aki} ( ai (i bi. Така (a1, a2, …, an) ( (b1, b2, …, bn), т.е. (a1, a2, …, an) е точна горна граница на { (ak1, ak2, …, akn) }.

И така показахме, че A = (A, (, () е област на Скот, където 

A = A1 x A2 x … x An, ( е дефинираната частична наредба, 
( = ((1, (2, …, (n). Тази област на Скот наричаме декартово произведение на областите на Скот A1, A2, …, An.
Нека A1 = (A1, (1, (1), A2 = (A2, (2, (2) са области на Скот.

Казваме, че изображението f : A1 ( A2 е непрекъснато, ако за всяка монотонно растяща редица a0 (1 a1 (1 …(1 an (1 …от елементи на A1 имаме, че f (
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) е точна горна граница на редицата { f (an)} в A2.

Изрично отбелязваме, че непрекъснатите изображения са тотални, т.е. дефинирани за всеки елемент на A1.

Естествено, един оператор Г : Fn ( Fm е непрекъснато изображение на области на Скот ( Г e непрекъснат оператор (в смисъл на дефиницията от по-горе).

Казваме, че изображението f : A1 ( A2 е монотонно, ако

за всеки a, b ( A1 имаме a (1 b ( f (a) (2 f (b).

Твърдение: Всяко непрекъснато изображение f : A1 ( A2 е монотонно.
Доказателство: нека a, b ( A1 и a (1 b. Разглеждаме редицата 
a, b, b, …, b, …от елементи на A1. Естествено, тя е монотонна и очевидно има точна горна граница b. Тъй като f е непрекъснато изображение, то

f (b) е точна граница на { f (a), f (b)} ( f (a) (2 f (b).

Така, ако f : A1 ( A2 е непрекъснато изображение и 

a0 (1 a1 (1 …(1 an (1 …е монотонно растяща редица в A1, то

f (a0) (2 f (a1) (2 …(2 f (an) (2 …е монотонно растяща редица в A2 и

f (
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Означаваме с (A1 ( A2) множеството на всички непрекъснати изображения f : A1 ( A2. Ще покажем, че ако f е константно изображение, т.е. f (a) = b ( A2 за всяко a ( A1, то f е непрекъснато.

Действително, за произволна монотонна редица a0 (1 a1 (1 …от елементи на A1 имаме, че f (
[image: image79.wmf]U
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) = b и редицата { f (an)} има единствен елемент b, така че тя има точна горна граница b = f (
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В частност, изображението ( : A1 ( A2, дефинирано с ( (а) = (2 за всяко

a ( A1 е непрекъснато.

В множеството (A1 ( A2) въвеждаме релация (: за всеки f, g ( (A1 ( A2),

f ( g ( f (a) (2 g (a) за всяко a ( A1. Ясно е, че ( е частична наредба в

(A1 ( A2), тъй като (2 е частична наредба в A2.

Очевидно е, че изображението ( ( (A1 ( A2), което дефинирахме по-горе е най-малък елемент на (A1 ( A2).

Ще покажем, че всяка монотонно растяща редица от елементи на 

(A1 ( A2) притежава точна горна граница.

Нека f0 ( f1 ( … ( fn ( …е монотонно растяща редица от елементи на

(A1 ( A2). Тогава за всяко фиксирано a ( A1 редицата

f0 (a) (2 f1 (a) (2 …(2 fn (a) (2 …е монотонна. Да положим h (a) = 
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Очевидно е, че h : A1 ( A2 е добре определено изображение, тъй като точната горна граница на редицата { fn (a)} е единствена.
Твърдение: Дефинираното изображение h е непрекъснато.

Доказателство: нека a0 (1 a1 (1 …(1 ak (1 …е монотонно растяща редица от елементи на A1. Трябва да покажем, че h (
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) e точна горна граница на редицата { h (ak) } в A2.

Имаме h (
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. Използвали сме, че fn е непрекъснато изображение за всяко n ( N.

За всяко s ( N, h (as) = 
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 = h (
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Използвали сме, че fn (as) (2 
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 и лемата от по-горе.

Така h (
[image: image89.wmf]U
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) e горна граница на редицата { h (ak)}. Нека b е горна граница на редицата { h (ak)}, т.е. за всяко k ( N, h (ak) (2 b.

Имаме h (ak) = 
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nk

n

 f (a)

 за всяко k ( N ( fn (ak) (2 h (ak), h (ak) (2 b за всеки k, n ( N, т.е. fn (ak) (2 b за всеки k, n ( N. Тогава за всяко n ( N
b е горна граница на редицата fn (a0) (2 fn (a1) (2 … ( 

( за всяко n ( N, 
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Така h (
[image: image94.wmf]U
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) e точна горна граница на редицата { h (ak)}.

Твърдение: Дефинираното изображение h е точна граница на редицата

{ fn} в областта (A1 ( A2).

Доказателство: за всяко a ( A1 имаме fn (a) (2 
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 = h (a) ( fn ( h за всяко n ( N. Нека h1 ( (A1 ( A2) и fn ( h1 за всяко n ( N. Нека a ( A1. 

За всяко n ( N имаме fn (a) (2 h1 (a) ( 
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 (2 h1 (a), т.е. h (a) (2 h1 (a). Така h ( h1. Окончателно, h е точна горна граница на редицата { fn}.

И така доказахме, че (A1 ( A2) = ( (A1 ( A2), (, ( ) е област на Скот.

Свойства на непрекъснатите изображения
Нека A1 = (A1, (1, (1), A2 = (A2, (2, (2), A3 = (A3, (3, (3) са области на Скот.

Твърдение: Некa f : A1 ( A2 и g : A2 ( A3 са непрекъснати изображения.
Тогава композицията h : A1 ( A3, дефинирана с h (a) = g (f (a)) 
за всяко a ( A1 е непрекъснато изображение.

Доказателство: нека a0 (1 a1 (1 … е монотонно растяща редица в A1.

За всяко n ( N имаме an (1 
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 ( f (an) (2 f (
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), тъй като f е монотонно ( g (f (an)) (3 g (f (
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)), тъй като g е монотонно.

Така h (an) (3 h (
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k

k

 a

) за всяко n ( N, т.е. h (
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) e горна граница на

редицата { h (an) }. Нека b ( A3 е горна граница на { h (an) }, т.е. h (an) (3 b за всяко n ( N. Тогава g (f (an)) (3 b за всяко n ( N ( 
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) (3 b, тъй като { f (an)} е монотонна в A2 ( g (f (
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)) (3 b, тъй като { an} е монотонна в A1 ( h (
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) (3 b. Окончателно, h (
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) e точна горна граница на редицата { h (an)}.

Нека A = (A, (, (), Ai = (Ai, (i, (i), i = 1, 2, …, n са области на Скот.
Твърдение: Нека fi : A ( Ai са непрекъснати изображения, i = 1, 2, …, n.

Дефинираме изображение f1 x f2 x …fn : A ( A1 x A2 x … An,

(f1 x f2 x …fn)(a) = (f1 (a), f2 (a), …, fn (a)) за всяко a ( A. Твърдим, че

f1 x f2 x …x fn е непрекъснато.

Доказателство: преди всичко, A1 x A2 x …x An е декартовото произведение на области на Скот, което дефинирахме по-горе.

Нека a0 ( a1 ( …е монотонна редица от елементи на A. За всяко i ( N
имаме (f1 x f2 x …fn)(ai) = (f1 (ai), f2 (ai), …, fn (ai)) ( 

( (f1 (
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), f2 (
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), …, fn (
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)) = (f1 x f2 x …fn)(
[image: image110.wmf]U

k

k

 a

). Използвали сме, че f1, …, fn са монотонни. Така (f1 x f2 x …fn)(
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) е горна граница на 

редицата { (f1 x f2 x …fn)(ai) }. Нека b = (b1, b2, …, bn) ( A1 x A2 x …x An е горна граница на тази редица, т.е. (f1 x f2 x …fn)(ai) ( b за всяко i ( N.

Тогава за всяко k ( N имаме f1 (ak) (1 b1, f2 (ak) (2 b2, …, fn (ak) (n bn (
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[image: image117.wmf]U

k

k

 a

) (n bn, тъй като f1, …, fn са непрекъснати. Така (f1 (
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(f1 x f2 x …fn)(
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) ( b и (f1 x f2 x …fn)(
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) е точна горна граница на редицата { (f1 x f2 x …fn)(ai) }.

Нека A = (A, (, () e област на Скот и f : A ( A е тотално изображение.

Казваме, че a ( A е неподвижна точка на f, ако f (a) = a.

Казваме, че a ( A е най-малка неподвижна точка на f, ако f (a) = a и

за всяко b ( A, такова че f (b) = b имаме a ( b.

Естествено, ако f притежава най-малка неподвижна точка, тя е единствена.

Казваме, че a ( A е квазинеподвижна точка на f, ако f (a) ( a.

Казваме, че a ( A е най-малка квазинеподвижна точка на f, 

ако f (a) ( a и за всяко b ( A, такова че f (b) ( b имаме a ( b.

Естествено, ако f притежава най-малка квазинеподвижна точка, тя е единствена. Освен това, ако a ( A е най-малка неподвижна точка на f и b ( A е най-малка квазинеподвижна точка на f, то b ( a. В общия случай обратното не е изпълнено. Вярно е, обаче, следното

Твърдение: Нека f : A ( A е монотонно изображение. Нека a ( A е 

най-малка квазинеподвижна точка на f. Тогава a е най-малка неподвижна точка на f.

Доказателство: достатъчно е да покажем, че a е неподвижна точка на f.

Тъй като a е квазинеподвижна, то f (a) ( a. Tъй като f е монотонно, то

f (f (a)) ( f (a) ( f (a) е квазинеподвижна точка на f. Тъй като a е 

най-малка квазинеподвижна точка на f, то a ( f (a). Така f (a) = a.

Теорема (Кнастер-Тарски): Нека f : A ( A е непрекъснато изображение. Тогава f притежава най-малка квазинеподвижна точка.

Доказателство: конструираме редица { an} от елементи на A с 

индукция по n.

База: при n = 0, a0 = (.
Предположение: нека е дефинирано an, n ( 0.

Стъпка: тогава an+1 = f (an).

Твърдим, че редицата { an} е монотонна. Ще покажем това с 

индукция по n.

База: при n = 0, a0 = ( ( a1.
Предположение: нека an ( an+1, n ( 0.

Стъпка: тъй като f е монотонно, то f (an) ( f (an+1), т.е. an+1 ( an+2.

Нека a = 
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. Твърдим, че a е най-малка квазинеподвижна точка на f.

Действително, f (a) = f (
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Имаме 
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, тъй като 
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 е горна граница на редицата { an+1}.

Така f (a) ( 
[image: image130.wmf]U
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 = a ( a е квазинеподвижна точка на f.

Нека b ( A е квазинеподвижна точка на f, т.е. f (b) ( b.

С индукция по n ще покажем, че an ( b за всяко n ( N.

База: при n = 0, a0 = ( ( b.

Предположение: нека an ( b, n ( 0.

Стъпка: тогава an+1 = f (an) ( f (b) ( b. Използвали сме, че f е монотонно.

Така an ( b за всяко n ( N ( a = 
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Окончателно, a ( A е най-малка квазинеподвижна точка на f.
От горното твърдение получаваме, че всяко непрекъснато изображение притежава най-малка неподвижна точка, която е същевременно 

най-малка квазинеподвижна точка.

Ще докажем още едно обобщение на теоремата на Кнастер-Тарски.

Нека Ai = (Ai, (i, (i), i = 1, 2, …, n са области на Скот.
Да означим А = A1 x A2 x …x An, A = (A, (, ((1, (2, …, (n)).

Нека fi : A ( Ai, i = 1, 2, …, n са тотални изображения.
Съвпкупността от формалните равенства

f1 ((1, (2, …, (n) = (1
f2 ((1, (2, …, (n) = (2
…

f3 ((1, (2, …, (n) = (n
наричаме система от уравнения за изображенията f1, f2, …, fn.

Казваме, че (a1, a2, …, an) ( A е решение на системата, ако

fi (a1, a2, …, an) = ai за всяко i = 1, 2, …, n.

Казваме, че (a1, a2, …, an) ( A е най-малко решение на системата, 
ако (a1, a2, …, an) е решение на системата и за всяко решение 

(b1, b2, …, bn) ( A на системата имаме (a1, a2, …, an) ( (b1, b2, …, bn).

Естествено, ако системата има най-малко решение, то е единствено.

Казваме, че (a1, a2, …, an) ( A е квазирешение на системата, ако

fi (a1, a2, …, an) (i ai за всяко i = 1, 2, …, n.

Казваме, че (a1, a2, …, an) ( A е най-малко квазирешение на системата, 
ако (a1, a2, …, an) е квазирешение на системата и за всяко квазирешение 

(b1, b2, …, bn) ( A на системата имаме (a1, a2, …, an) ( (b1, b2, …, bn).

Естествено, ако системата има най-малко квазирешение, 

то е единствено.

Теорема: Нека fi : A ( Ai са непрекъснати изображения. Тогава системата от уравнения за f1, f2, …, fn притежава най-малко решение, което е и най-малко квазирешение.

Доказателство: да означим f = f1 x f2 x …x fn. Тогава f : A ( A и f е непрекъснато изображение, тъй като f1, f2, …, fn са непрекъснати.

От теоремата на Кнастер-Тарски f притежава най-малка неподвижна точка, която е и най-малка квазинеподвижна точка. Да я означим с

(a1, a2, …, an) ( A. Ще покажем, че (a1, a2, …, an) е най-малко решение на системата. Имаме f (a1, a2, …, an) = (f1 (a1, …, an), f2 (a1, …, an),

…, fn (a1, a2, …, an)) = (a1, a2, …, an), така че fi (a1, …, an) = ai за всяко 
i = 1, 2, …, n. Така (a1, …, an) е решение на системата. Нека (b1, …, bn) ( A е решение на системата, т.е. fi (b1, …, bn) = bi за всяко i = 1, 2, …, n.

Тогава f (b1, …, bn) = (b1, …, bn), така че (b1, …, bn) е неподвижна 

точка на f ( (a1, …, an) ( (b1, …, bn). 

Аналогично, като се използва, че (a1, …, an) е най-малка квазинеподвижна точка на f се показва, че (a1, …, an) е 

най-малко квазирешение на системата за f1, …, fn.

Ще използваме доказателството на теоремата на Кнастер-Тарски за да получим най-малкото решение (a1, …, an) в явен вид.

Имаме, че (a1, …, an) = 
[image: image132.wmf]U
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, където d0 = ((1, (2, …, (n), dk+1 = f (dk),

dk ( A за всяко k ( N. Да означим аi0 = (i, i = 1, 2, …, n, за всяко k ( N (индуктивно) aik+1 = fi (a1k, a2k, …, ank), i = 1, 2, …, n.

Твърдим, че dk = (a1k, a2k, …, ank) за всяко k ( N.

База: при k = 0, d0 = ((1, (2, …, (n) = (a10, a20, …, an0).

Предположение: нека dk = (a1k, a2k, …, ank), k ( 0.

Стъпка: тогава dk+1 = f (dk) = (f1 x f2 x …x fn)(a1k, a2k, …, ank) =

= (f1 (a1k, a2k, …, ank), f2 (a1k, a2k, …, ank), …, fn (a1k, a2k, …, ank)) =

= (a1k+1, a2k+1, …, ank+1).

Сега получаваме (a1, …, an) = 
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 (a, a, ..., a)( a,  a, ...,  a)

, т.е. ai = 
[image: image135.wmf]U
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, i = 1, 2, …, n.

Използвали сме твърдението за точна горна граница на монотонна редица в декартово произведение на области на Скот.

Рекурсивни програми. Синтаксис и операционна семантика.

Ще считаме, че в нашия език за програмиране има само 

два типа данни: Nat и Bool. Nat са естествените числа, в Bool има две стойности tt - истина и ff - лъжа. Ще считаме, че разполагаме с определен набор от основни операции oт следните видове:

· операции f : Natn ( Nat, n ( 1, например събиране (+), 

умножение (*) и т.н.;

· операции f : Natn ( Bool, n ( 1, например равенство (=), различните видове неравенства (<, <=, >, >=) и т.н.;

· операции f : Booln ( Bool, n ( 1, например конюнкция (&), дизюнкция ((), отрицание (() и т.н.

Синтактичните елементи на езика са следните:

· константи от тип Nat и Bool за означаване на елементи 

на Nat и Bool;

· символи за основните операции;
· обектови променливи, които ще означаваме с главните букви 
X, Y, Z, …евентуално с индекси; тези променливи ще приемат стойности естествените числа от Nat;

· функционални променливи, които ще означаваме с Fkn, където k е индекс; променливата Fkn ще приема стойност частична функция, n указва броят на аргументите на функцията;
· точки, запетаи, скоби, чрез които ще постигаме еднозначен синтактичен анализ.

Дефинираме индуктивно понятието терм от тип Nat.

База:

1. Всяка константа от тип Nat е терм от тип Nat.

2. Всяка обектова променлива е терм от тип Nat.

Предположение: нека (1, (2, …, (n са термове от тип Nat.

Стъпка:

1. Ако f : Natn ( Nat е основна операция, то f ((1, (2, …, (n) е терм от тип Nat.

2. Ако Fkn е функционална променлива, то Fkn ((1, (2, …, (n) е терм от тип Nat. Тези термове от тип Nat наричаме обръщения към функции.

Дефинираме индуктивно понятието терм от тип Bool.

База:

1. Всяка константа от тип Bool е терм от тип Bool.

2. Ако f : Natn ( Bool е основна операция и (1, (2, …, (n са термове от тип Nat, то f ((1, (2, …, (n) е терм от тип Bool.

Предположение: нека (1, (2, …, (n са термове от тип Bool.

Стъпка:

1. Ако f : Booln ( Bool е основна операция, то f ((1, (2, …, (n) е терм от тип Bool.

Дефинираме понятието условен терм. Нека ( е терм от тип Bool,

(1, (2 са термове от тип Nat. Тогава if ( then (1 else (2 е условен терм.

По-нататък, под терм ще разбираме кой да е от трите вида термове.

Ясно е, че ако ( е терм, то в ( участват краен брой обектови и функционални променливи. Ще използваме означението 

( (X1, …, Xn, 
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) за да укажем, че обектовите променливи на ( са сред X1, …, Xn, а функционалните променливи на ( са сред
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. Например, X+Y (X, Y, Z). Понякога ще използваме съкратен запис ( (X, F). Също, ще си позволяваме да изпускаме броя на аргументите за една функционална променлива, ако той не е съществен.

Нека (1, (2, …, (n са термове от тип Nat, ( (X1, …, Xn, F) е терм.

Означаваме с ( (X1/(1, X2/(2, …, Xn/(n, F) термът, който се получава от ( чрез едновременно заместване на всяка от обектовите променливи

X1, …, Xn с термовете (1, …, (n съответно. Понякога ще използваме съкратен запис ( (X/(, F).

Термове, в които не участват обектови променливи ще наричаме функционални термове. Естествено, в горните означения, ако термовете (1, …, (n са функционални, то ( (X/(, F) също е функционален терм.

Термове, в които не участват никакви променливи ще наричаме основни термове.

Програма е синтактичен обект R от следния вид:

(0 (X1, …, Xn, 
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Тук (0 е терм от тип Nat, който наричаме глава на програмата,

(1, …, (k са термове от тип Nat или условни термове.

Примерна програма R1:

F (X),  where
F (X) = if X = 0 then 1 else F (X – 1) * X

Примерна програма R2:

F (X),  where
F (X) = F (X)

Ще определим операционната семантика на една програма R.

Навсякъде по-долу си мислим, че R е фиксирана и има вида от по-горе.

Нека ( е функционален терм. Израз от вида ( ( c, където c е константа от типа на ( наричаме опростяване на ( в програмата R.

Ще дефинираме правила, по които ще се извършва опростяването.

0. c ( c за всяка константа c (от тип Nat или от тип Bool).

1. Нека f е n-местна основна операция, (1, …, (n са функционални термове, (1 ( c1, (2 ( c2, …, (n ( cn и f (c1, …, cn) = c. Тогава

f ((1, (2, …, (n) ( c. Тук (1, …, (n имат типове, които съответстват на типа на операцията f.

2. Нека ( е терм от тип Bool, (1, (2 са функционални 

термове от тип Nat.

a. Нека ( ( tt и (1 ( c. Тогава if ( then (1 else (2 ( c.

b. Нека ( ( ff и (2 ( c. Тогава if ( then (1 else (2 ( c.

3V. (предаване по стойност) Нека (1, (2, …, 
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 са функционални термове, които са условни или от тип Nat, 1 ( i ( k. 
Нека (1 ( c1, (2 ( c2, …, 
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Нека (i (X1/c1, X2/c2, …, 
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Тогава 
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 ((1, (2, …, 
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3N. (предаване по име) Нека (1, (2, …, 
[image: image173.wmf]m
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 са функционални термове, 
които са условни или от тип Nat, 1 ( i ( k.

Нека (i (X1/(1, X2/(2, …, 
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Тогава 
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 ((1, (2, …, 
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Оттук нататък, ако типът на терма не е изрично отбелязан, ще считаме, че той е подбран така, че съответните дефиниции и твърдения да имат смисъл.

Казваме, че опростяването ( ( c е изводимо по стойност в 

програмата R и отбелязваме R 
[image: image181.wmf]V
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 ( ( c, ако съществува крайна редица

S0, S1, …, Sn от множества от опростявания, такава че:

1. S0 = (, ( ( c ( Sn.

2. За всяко i = 0, 1, …, n-1 имаме, че Si+1 = Si ( { (( ( c(}, където опростяването (( ( c( e извършено по правило 0. или по едно от правилата 1., 2., 3V., чиито предпоставки са елементи на Si.

Казваме, че опростяването ( ( c е изводимо по име в 

програмата R и отбелязваме R 
[image: image182.wmf]N
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 ( ( c, ако съществува крайна редица

S0, S1, …, Sn от множества от опростявания, такава че:

1. S0 = (, ( ( c ( Sn.

2. За всяко i = 0, 1, …, n-1 имаме, че Si+1 = Si ( { (( ( c(}, където опростяването (( ( c( e извършено по правило 0. или по едно от правилата 1., 2., 3N., чиито предпоставки са елементи на Si.

И в двата случая числото n наричаме дължина на извода за опростяването ( ( c.
Като пример ще покажем, че опростяването F (0) ( 1 е изводимо по стойност в примерната програма R1 от по-горе.

S0 = (
S1 = { 0 ( 0 }

S2 = S1 ( { 0 = 0 ( tt }

S3 = S2 ( { 1 ( 1 }

S4 = S3 ( { if 0 = 0 then 1 else F (0 - 1) * 0 ( 1 }

S5 = S4 ( { F (0) ( 1 }

Редицата от опростявания S0, S1, S2, S3, S4, S5 има необходимите свойства ( R1 
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 F (0) ( 1.

Естествено, същото опростяване F (0) ( 1 е изводимо в R1 и по име, при това със същия извод, т.е. R1 
[image: image184.wmf]N
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 F (0) ( 1.

По-долу ще покажем, че всяко опростяване, което е изводимо по стойност е изводимо и по име и с пример ще покажем, че обратното 

не е вярно.

Ще формулираме една лема, която по същество е преформулиране на дефинициите, така че няма да я доказваме. Лемата формулираме в два варианта - с предаване по стойност и с предаване по име.

Лема (за извода по стойност): Нека R 
[image: image185.wmf]V
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 ( ( c с дължина на извода k.

1. Ако ( е константа, то ( = c.

2. Ако ( = f ((1, (2, …, (n), то съществуват константи c1, c2, …, cn, такива че R 
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 (i ( ci, i = 1, 2, …, n, при това с дължина на изводите по-малка от k и f (c1, c2, …, cn) = c.

3. Ако ( = if ( then (1 else (2, то R 
[image: image187.wmf]V
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 ( ( tt и R 
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 (1 ( c с дължина на изводите по-малка от k или R 
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 ( ( ff и R 
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 (2 ( c с дължина на изводите по-малка от k.

4. Ако ( = 
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), то съществуват константи c1, c2, …, 
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, такива че R 
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 (j ( cj, j = 1, 2, …, ni с дължина на изводите по-малка от k и R 
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, F) ( c с дължина на извода по-малка от k.

Лема (за извода по име): Нека R 
[image: image198.wmf]N
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 ( ( c с дължина на извода k.

1. Ако ( е константа, то ( = c.

2. Ако ( = f ((1, (2, …, (n), то съществуват константи c1, c2, …, cn, такива че R 
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 (i ( ci, i = 1, 2, …, n, при това с дължина на изводите по-малка от k и f (c1, c2, …, cn) = c.

3. Ако ( = if ( then (1 else (2, то R 
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 ( ( tt и R 
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 (1 ( c с дължина на изводите по-малка от k или R 
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 ( ( ff и R 
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 (2 ( c с дължина на изводите по-малка от k.

4. Ако ( = 
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, F) ( c с дължина на извода по-малка от k.

Лемата за извода означава, че изводът по стойност и по име на едно опростяване е детерминиран – към всеки терм е приложимо единствено правило за опростяване. С помощта на лемата за извода, ще покажем, че ако един терм има опростяване, то то е единствено.

Твърдение (еднозначност на опростяването по стойност): 

Нека ( е функционален терм, c1 и c2 са константи и 

R 
[image: image209.wmf]V
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 ( ( c1 и R 
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 ( ( c2. Тогава c1 = c2.

Доказателство: провеждаме пълна индукция по дължината на извода

R 
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 ( ( c1. Нека R 
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 ( ( c1 с дължина на извода k и твърдението е изпълнено за изводи R 
[image: image213.wmf]V
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 ( ( c1 с дължини по-малки от k.
Разглеждаме случаи в зависимост от вида на (.

Нека ( е константа, ( = d. Имаме R 
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�

 ( ( c1 и R 
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 ( ( c2. От лемата за извода получаваме, че c1 = d = c2.

Нека ( = f ((1, (2, …, (n), където f е n-местна основна операция. 

Имаме R 
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 ( ( c1 с дължина на извода k. От лемата за извода съществуват константи а1, а2, …, аn, такива че R 
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 (j ( aj, j = 1, 2, …, n 

с дължина на извода по-малка от k и f (a1, a2, …, an) = c1. 

Имаме R 
[image: image218.wmf]V
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 ( ( c2 с дължина на извода по-малка от k. От лемата за извода съществуват константи b1, b2, …, bn, такива че R 
[image: image219.wmf]V
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 (j ( bj, 

j = 1, 2, …, n и f (b1, b2, …, bn) = c2.

По индукционното предположение получаваме, че aj = bj за всяко 
j = 1, 2, …, n и тъй като f е функция, то c1 = c2.

Нека ( = if ( then (1 else (2. Имаме R 
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 ( ( c1 с дължина на извода k.

От лемата за извода R 
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 ( ( tt и R 
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 (1 ( c1 или R 
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 ( ( ff и 
R 
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 (2 ( c1, при това тези изводи са с дължина по-малка от k.

Нека R 
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 ( ( tt и R 
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 (1 ( c1 с дължини на изводите по-малки от k. Имаме R 
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 ( ( c2. От лемата за извода R 
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 ( ( tt и R 
[image: image229.wmf]V

�

 (1 ( c2 или 
R 
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 ( ( ff и R 
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 (2 ( c2. Ако допуснем, че R 
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 ( ( ff, то от индукционното предположение ще получим tt = ff, което е противоречие. Така R 
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 ( ( tt и R 
[image: image234.wmf]V

�

 (1 ( c2. Сега отново от индукционното предположение получаваме c1 = c2.

Случаят R 
[image: image235.wmf]V

�

 ( ( ff и R 
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 (2 ( c1 се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( = 
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). Имаме R 
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Твърдението е доказано.
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Теорема: OV (R) ( ON (R).

Доказателство: нека OV (R)(а) ( b. Тогава R 
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Рекурсивни програми. Денотационна семантика с предаване по стойност. Еквивалентност на операционната и денотационната семантика с предаване по стойност.

Денотационна семантика с предаване по стойност
Нека ( (X1, …, Xn, 
[image: image412.wmf]1
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) е терм.

Нека a1, a2, …, an ( N, (1 ( 
[image: image415.wmf]1
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, (2 ( 
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n

F

, …, (k ( 
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Дефинираме индуктивно понятието стойност на терма ( в

a1, …, an, (1, …, (k, която записваме ( (a1, …, an, (1, …, (k) или 

съкратено ( (a, ():

1. Ако ( е константа, ( = c, то ( (a, () ( c (съответно булева константа или естествено число).

2. Ако ( е променлива, ( = Xi, то ( (a, () ( ai.

3. Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l). 

Тогава ( (а, () ( f ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()).

4. Нека ( e условен терм, ( = if ( then (1 else (2. Тогава 
( (a, () ( (1 (a, (), ако ( (a, () ( tt,

( (a, () ( (2 (a, (), ако ( (a, () ( ff,

(! ( (a, (), ако (! ( (a, ().

5. Нека ( e обръщение към функция, ( = 
[image: image418.wmf]i
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((1, (2, …, 
[image: image419.wmf]t
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Тогава ( (a, () ( (i ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image420.wmf]t
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 (a, ()).

Тъй като функциите (i са частични, стойността ( (a, () може да не е навсякъде определена. Освен това, стойността на терма, ако е определена, зависи от неговия тип – ако термът е от тип Bool, то той приема булеви стойности, ако термът е условен или е от тип Nat, то неговите стойности са естествени числа.

По-нататък за краткост ще означаваме F  = 
[image: image421.wmf] x  x ... x 
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Лема (съгласуване на заместване и стойност): 

Нека ( (X1, …, Xn, 
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) e терм. Нека (1 (
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) са функционални термове,

( ( F и (1 (() ( c1, (2 (() ( c2, …, (n (() ( cn. Тогава ( (c, () ( ( (X/(, F)(().

Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Тогава ( (c, () ( c, ( (X/(, F) = c и 

( (X/(, F)(() ( c ( ( (c, () ( ( (X/(, F)(().

Нека ( е обектова променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }. Тогава ( (c, () ( ci и

( (X/(, F) = (i (F), така че ( (X/(, F)(() ( ci ( ( (c, () ( ( (X/(, F)(().

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Тогава ( (c, () ( f ((1 (c, (), (2 (c, (), …, (l (c, ()) (
( f ((1 (X/(, F)((), (2 (X/(, F)((), …, (l (X/(, F)(()) ( 
( f ((1 (X/(, F), (2 (X/(, F), …, (l (X/(, F))(() ( f ((1, (2, …, (l)(X/(, F)(() (
( ( (X/(, F)((). Използвали сме индукционното предположение и дефиницията за стойност на терм.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Нека ( (c, () ( tt. Тогава ( (c, () ( (1 (c, (). От друга страна ( (X/(, F) = if ( (X/(, F) then (1 (X/(, F) else (2 (X/(, F). По индукционното предположение ( (X/(, F)(() ( tt и (1 (X/(, F)(() ( (1 (c, ().

При това положение, ( (X/(, F)(() ( (1 (X/(, F)(() ( (1 (c, () ( ( (c, ().

Случаят ( (c, () ( ff се разглежда абсолютно аналогично.

Нека (! ( (c, (). Тогава (! ( (c, (). От индукционното предположение имаме (! ( (X/(, F)(() ( (! ( (X/(, F)(() ( ( (c, () ( ( (X/(, F)(().

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image434.wmf]i
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image436.wmf]t
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. Имаме ( (c, () ( (i ((1 (c, (), (2 (c, (), …, 
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 (c, ()) ( (i ((1 (X/(, F)((), (2 (X/(, F)((), …, 
[image: image438.wmf]t
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 (X/(, F)(()) (
( 
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)(X/(, F)(() ( ( (X/(, F)((). Използвали сме индукционното предположение и дефиницията за стойност на терм.

Твърдение (за монотонност): Нека ( (X, F) е терм, (, ( ( F, ( ( ( и

a ( Nn. Тогава за всяка константа b от типа на ( имаме, че 

( (a, () ( b ( ( (a, () ( b.
Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Нека ( (a, () ( b. Тогава b = c и ( (a, () ( c = b.

Нека ( е обектова променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }. Нека ( (a, () ( b.

Тогава b = ai и ( (a, () ( ai = b.

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Нека ( (a, () ( b. Тогава съществуват константи
c1, c2, …, cl, такива че (1 (a, () ( c1, (2 (a, () ( c2, …, (l (a, () ( cl и

f (c1, c2, …, cl) = b. От индукционното предположение (1 (a, () ( c1,

(2 (a, () ( c2, …, (l (a, () ( cl, също f (c1, c2, …, cl) = b ( 

( (а, () ( f ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()) ( f (c1, c2, …, cl) = b.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Нека ( (a, () ( b. Тогава ( (а, () ( tt и (1 (a, () ( b или

( (а, () ( ff и (2 (a, () ( b. Нека ( (a, () ( tt и (1 (a, () ( b. 
От индукционното предположение имаме ( (a, () ( tt и (1 (a, () ( b.

Така ( (a, () ( b. Случаят ( (а, () ( ff и (2 (a, () ( b се разглежда аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image443.wmf]i
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[image: image444.wmf]t
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image445.wmf]t
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. Нека ( (a, () ( b. Тогава съществуват константи c1, c2, …, 
[image: image446.wmf]i

n
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, такива че (1 (a, () ( c1, (2 (a, () ( c2,

…, 
[image: image447.wmf]t
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(а, () ( 
[image: image448.wmf]i
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 и (i (c1, c2, …, 
[image: image449.wmf]i
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) ( b. От индукционното предположение имаме, че (1 (a, () ( c1, (2 (a, () ( c2, …, 
[image: image450.wmf]t
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[image: image451.wmf]i
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Тъй като ( ( (, то (i (c1, c2, …, 
[image: image452.wmf]i

n

c

) ( b. Така ( (a, () ( b.

Твърдение (за компактност): Нека ( (X, F) е терм. 
За всеки а ( Nn, ( ( F и константа b от типа на ( е изпълнено:

( (a, () ( b ( съществуват крайни подфункции ( ( (, такива че 

( (a, () ( b.

Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Нека ( (a, () ( b. Тогава b = c. 

Да изберем ( = ((!1, (!2, …, (!
[image: image453.wmf]i

n

). Тук индексът показва броя на аргументите. Тогава ( са крайни подфункции на ( и ( (a, () ( c = b.

Нека ( е обектова променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }. Нека ( (a, () ( b.

Тогава b = ai. Да изберем ( = ((!1, (!2, …, (!
[image: image454.wmf]i

n

). Тогава ( са крайни подфункции на ( и ( (a, () ( ai = b. 
Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Нека ( (a, () ( b. Тогава съществуват константи
c1, c2, …, cl, такива че (1 (a, () ( c1, (2 (a, () ( c2, …, (l (a, () ( cl и

f (c1, c2, …, cl) = b. От индукционното предположение съществуват крайни подфункции (1 ( (, (2 ( (, …, (l ( (, такива че

(1 (a, (1) ( c1, (2 (a, (2) ( c2, …, (l (a, (l) ( cl.
Нека (1 = ((11, (12, …, (1k), (1j ( (j, j = 1, 2, …, k.

Нека (2 = ((21, (22, …, (2k), (2j ( (j, j = 1, 2, …, k.

…

Нека (l = ((l1, (l2, …, (lk), (lj ( (j, j = 1, 2, …, k.

Нека (1 = (11 ( (21 ( …( (l1. Тъй като (11, (21, …, (l1 са крайни подфункции на една и съща функция (1, то (1 e добре дефинирана крайна подфункция на (1. Аналогично, нека (2 = (12 ( (22 ( …( (l2, 

(2 ( (2, …, (k = (1k ( (2k ( …( (lk, (k ( (k. Нека ( = ((1, (2, …, (k).

Тогава ( ( ( и ( са крайни функции. Ясно е, че (i ( (, i = 1, 2, …, l.

От монотонността получаваме (1 (a, () ( c1, (2 (a, () ( c2, …, (l (a, () ( cl,

също f (c1, c2, …, cl) = b ( ( (a, () ( b.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Нека ( (a, () ( b. Тогава ( (а, () ( tt и (1 (a, () ( b или

( (а, () ( ff и (2 (a, () ( b. Нека ( (a, () ( tt и (1 (a, () ( b.
От индукционното предположение съществуват крайни 

подфункции (1 ( (, (2 ( (, такива че ( (a, (1) ( tt и (1 (a, (2) ( b.

Нека (1 = ((11, (12, …, (1k), (1j ( (j, j = 1, 2, …, k.

Нека (2 = ((21, (22, …, (2k), (2j ( (j, j = 1, 2, …, k.

Тогава (1 = (11 ( (21 e добре дефинирана крайна подфункция на (1,

(2 = (12 ( (22 e добре дефинирана крайна подфункция на (2, …,

(k = (1k ( (2k e добре дефинирана крайна подфункция на (k.

Нека ( = ((1, (2). Тогава ( ( ( и ( са крайни функции. Естествено,

(1 ( (, (2 ( ( и от монотонността получаваме ( (a, () ( tt и (1 (a, () ( b.

При това положение, ( (a, () ( b.

Случаят ( (а, () ( ff и (2 (a, () ( b се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image455.wmf]i
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image457.wmf]t
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. Нека ( (a, () ( b. 
Тогава съществуват константи c1, c2, …, 
[image: image458.wmf]i
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, такива че (1 (a, () ( c1, 

(2 (a, () ( c2, …, 
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) ( b. От индукционното предположение съществуват крайни подфункции (1 ( (, (2 ( (, …, 

( 
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Нека (1 = ((11, (12, …, (1k), (1j ( (j, j = 1, 2, …, k.
Нека (2 = ((21, (22, …, (2k), (2j ( (j, j = 1, 2, …, k.

…

Нека ( 
[image: image466.wmf]i

n

 = ((
[image: image467.wmf]i
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[image: image470.wmf]i
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 ( (j, j = 1, 2, …, k.

Нека (1 = (11 ( (21 ( …( (
[image: image471.wmf]i
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, (2 = (12 ( (22 ( …( (
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(k = (1k ( (2k ( …( (
[image: image473.wmf]i
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. Oтново (1, (2, …, (k са крайни функции и

(1 ( (1, (2 ( (2, …, (k ( (1. Нека (i* = (i ( { (c1, c2, …, 
[image: image474.wmf]i
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, b }.

Тогава (i* е крайна подфункция на (i, тъй като (i (c1, c2, …, 
[image: image475.wmf]i

n
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) ( b и

(i е крайна подфункция на (i. Нека ( = ((1, …, (i-1, (i*, (i+1, …, (k).
Тогава ( ( ( и ( са крайни функции. Естествено, 

(1 ( (, (2 ( (, …, ( 
[image: image476.wmf]i
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( ( и от монотонността получаваме, че

(1 (a, () ( c1, (2 (a, () ( c2, …, 
[image: image477.wmf]t
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(i* (c1, c2, …, 
[image: image479.wmf]i
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) ( b ( ( (a, () ( b. Твърдението е доказано.

Твърдение (за непрекъснатост): Нека ( (X, F) е терм.

Нека (0 ( (1 ( …( (n ( …е монотонно растяща редица от елементи на F. За всеки a ( Nn и константа b от типа на ( имаме

( (a, 
[image: image480.wmf]U
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) ( b ( съществува n ( N, такова че ( (a, (n) ( b.

Доказателство: нека съществува n ( N, такова че ( (a, (n) ( b.

Имаме (n ( 
[image: image481.wmf]U
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и от монотонността получаваме ( (a, 
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Нека ( (a, 
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) ( b. От твърдението за компактност съществуват крайни подфункции ( ( 
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Имаме 
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. Имаме, че (1, (2, …, (k са крайни функции и от едно твърдение за частични функции получаваме, че съществуват n1, n2, …, nk, такива че (1 ( 
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Нека n = max (n1, n2, …, nk). Тъй като редиците { 
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 ( ( ( (n. Накрая от твърдението за монотонност получаваме ( (a, (n) ( b.

Нека ( (X1, …, Xn, 
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) е терм от тип Nat или условен терм.

Дефинираме изображение Г( : F ( 
[image: image503.wmf]n
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 по следния начин:

Г( ((1, (2, …, (k)(a1, a2, …, an) ( ( (a1, …, an, (1, …, (k) за всяко 
(a1, a2, …, an) ( Nn, ((1, (2, …, (k) ( F.
Теорема: При въведените означения, Г( е непрекъснато изображение на 
[image: image504.wmf] x  x ... x 
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Доказателство: първо ще покажем, че Г( е монотонно изображение. 

Нека (, ( ( 
[image: image506.wmf]n
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, ( ( (, a ( Nn, b ( N и Г( (()(a) ( b. Тогава ( (a, () ( b и от твърдението за монотонност получаваме ( (a, () ( b, 

т.е. Г( (()(a) ( b ( Г( (() ( Г( ((). Така Г( е монотонно изображение.

Нека (0 ( (1 ( …( (n ( …е монотонно растяща редица от елементи на F.

Тъй като Г( е монотонно, достатъчно е да покажем, 

че Г( (
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( (a, (n) ( b ( съществува n ( N, такова че Г( ((n) (a) ( b (
( (
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Нека R е програма от вида

(0 (X1, …, Xn, 
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Нека Гi : F ( 
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, i = 1, 2, …, k. 
Разглеждаме системата за изображенията Г1, Г2, …, Гk:

Г1 ((1, (2, …, (k) = (1
Г2 ((1, (2, …, (k) = (2
…

Гk ((1, (2, …, (k) = (k
Тъй като Г1, Г2, …, Гk са непрекъснати изображения (предната теорема), то системата притежава най-малко решение ( = ((1, (2, …, (k). 
При това ( е и най-малко квазирешение.

Функцията DV (R) : Nn ( N, дефинирана с DV (R)(а) ( (0 (а, () за всяко 

a ( Nn, където ( е точно това най-малко решение наричаме денотационна семантика на програмата R с предаване по стойност.

Сега ще покажем, че денотационната и операционната семантика съвпадат за всяка програма R.

По-долу с ( ще означаваме най-малкото решение на системата

за Г1, Г2, …, Гk, което е и най-малко квазирешение на тази система.

Твърдение: Нека ( (F) е функционален терм, c е константа и R 
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Тогава ( (() ( c.

Доказателство: провеждаме пълна индукция по дължината на извода

R 
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 ( ( c. Нека R 
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 ( ( c с дължина на извода k и твърдението е изпълнено за изводи R 
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 ( ( c с дължини по-малки от k.

Разглеждаме случаи в зависимост от вида на (.

Нека ( е константа, ( = d. Имаме R 
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 ( ( c. От лемата за извода получаваме d = c. Тогава ( (() ( d = c.

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l). 

Имаме R 
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 ( ( c с дължина на извода k. От лемата за извода съществуват константи c1, c2, …, cl, такива че R 
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с дължина на извода по-малка от k и f (c1, c2, …, cl) = c. 

От индукционното предположение имаме (j (() ( cj, j = 1, 2, …, l.

Тогава ( (() ( f ((1 ((), (2 ((), …, (l (()) ( f (c1, c2, …, cl) = c.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2. Имаме R 
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 ( ( c с дължина на извода k. От лемата за извода R 
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 (2 ( c, при това тези изводи са с дължина по-малка от k.

Нека R 
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( (() ( tt, (1 (() ( c ( ( (() ( c. Случаят R 
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Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image541.wmf]i

n

i

F

((1, (2, …, 
[image: image542.wmf]m

i

n

). 

Имаме R 
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 ( ( c с дължина на извода k, така че от лемата за извода съществуват константи c1, c2, …, 
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 (j ( cj, j = 1, 2, …, ni с дължини на изводите по-малки от k и 

R 
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, F) ( c с дължина на извода 

по-малка от k. От индукционното предположение имаме (j (() ( cj, 

j = 1, 2, …, ni и (i (X/c, F)(() ( c. От лемата за съгласуване на заместване и стойност получаваме (i (c, () ( c. Имаме ( (() ( (i ((1 ((), (2 ((), …, 
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(()) ( (i (c) ( Гi (()(c) ( (i (c, () ( c. Използвали сме, че ( е решение на системата за Г1, Г2, …, Гk.

Теорема (за коректност): ОV (R) ( DV (R).

Доказателство: нека ОV (R)(a) ( b. Тогава R 
[image: image550.wmf]V
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 (0 (X/a, F) ( b.

От предното твърдение получаваме (0 (X/a, F)(() ( b. Прилагаме лемата за съгласуване на заместване и стойност и получаваме (0 (a, () ( b (
DV (R)(a) ( b. Така ОV (R) ( DV (R).

За всяко i ( { 1, 2, …, k } дефинираме функцията (i : 
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Функцията (i e добре дефинирана от еднозначността на опростяването по стойност. Това се вижда и от следното:

(i (a1, a2, …, 
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(( е решение на системата за Г1, Г2, …, Гk). Така (i ( (i за всяко

i = 1, 2, …, k.

Лема: Нека ( (F) е функционален терм и ( (() ( b. Тогава R 
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Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = d. Имаме ( (() ( b ( d = b ( R 
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Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Имаме ( (() ( b ( съществуват b1, b2, …, bl, такива че (1 (() ( b1, (2 (() ( b2, …, (l (() ( bl и f (b1, b2, …, bl) = b.

От индукционното предположение R 
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Освен това f (b1, b2, …, bl) = b ( R 
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Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Имаме ( (() ( b. Тогава ( (() ( tt и (1 (() ( b или

( (() ( ff и (2 (() ( b. Нека ( (() ( tt и (1 (() ( b. От индукционното предположение получаваме R 
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 ( ( tt и R 
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[image: image566.wmf]V

�

 ( ( b.

Случаят ( (() ( ff и (2 (() ( b се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
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b1, b2, …, 
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 (j ( bj, j = 1, 2, …, ni. Освен това (i (b1, b2, …, 
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, F) ( b. От правилото за предаване по стойност получаваме R 
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Следствие: ( е квазирешение на системата за Г1, Г2, …, Гk.

Доказателство: нека Гi (()(a) ( b. Тогава (i (a, () ( b. От лемата за съгласуване на заместване и стойност получаваме (i (X/a, F)(() ( b и от предната лема R 
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 (i (X/a, F) ( b. Съгласно дефиницията на (i получаваме (i (a) ( b. Така Гi (() ( (i, i = 1, 2, …, k ( ( е квазирешение на системата за Г1, Г2, …, Гk.

Следствие: ( ( (.

Доказателство: тъй като ( е квазирешение на системата за Г1, Г2, …, Гk,

а ( е най-малкото квазирешение на тази система, то ( ( (.

Всъщност от по-горе имаме включването ( ( (, така че ( = (.

Теорема (за пълнота): DV (R) ( OV (R).

Доказателство: нека DV (R)(а) ( b. Тогава (0 (a, () ( b, ( ( ( и от твърдението за монотонност получаваме (0 (a, () ( b. От лемата за съгласуване на заместване и стойност (0 (X/a, F)(() ( b и от лемата 

по-горе получаваме R 
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 (0 (X/a, F) ( b, т.е. OV (R)(a) ( b. 

Така DV (R) ( OV (R).

Kaто комбинираме теоремите за коректност и пълнота получаваме

OV (R) = DV (R), с което показахме еквивалентността на операционната и денотационната семантика с предаване по стойност на рекурсивните програми.

Рекурсивни програми. Денотационна семантика с предаване по име. Еквивалентност на операционната и денотационната семантика с предаване по име.

Нека N( е плоската област на Скот, базирана над множеството от естествените числа, т.е. N( = (N ( { (}, (, (), ( ( N и наредбата ( е дефинирана с (x, y ( N() x ( y ( x = ( или x = y.

Често ще използваме следните очевидни свойства: (x, y ( N()

x ( y и y = ( ( x = (, x ( y и x ( ( ( x = y.
Ще покажем, че всяка монотонна редица в N( има най-много 

два различни елемента. Действително, нека x0 ( x1 ( …( xn ( ….

Ако x0 = xn за всяко n ( N няма какво да доказваме.

Нека x0 ( xm, m ( 1 и m е най-малкото такова. Тогава xm-1 ( xm и

xm-1 ( xm ( xm-1 = (. Имаме xm ( xm-1 = (, xm ( xm+1 ( xm = xm+1.

Индуктивно xm = xm+1 = xm+2 = …. Така редицата има два члена 

x0 = xm-1 = ( и xm ( (.

Означаваме N(k = N( x N( x …x N( - декартовото произведение на k области на Скот N(. Елементите на N(k ще означаваме с x, y, …, като размерността ще личи от контекста.

Ще покажем, че всяка монотонна редица в N(k има най-много k+1 различни члена. Действително, нека x0 ( x1 ( … ( xn (, 

xi = (xi1, xi2, …, xik). Да допуснем, например, че x0 ( x1 ( …( xk+1.

Тогава съществува s0, такова че 
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 ( (. Аналогично, за j = 1, 2, …, k съществува sj, такова че 
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 ( (. Имаме, че s0, s1, …, sk са k+1 на брой и

s0, s1, …, sk ( { 1, 2, …, k } ( съществуват i < j, такива че si = sj.

Имаме 
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 ( (, но si = sj ( 
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С Fn( ще означаваме множеството на всички непрекъснати 

изображения на N(n в N(. Както знаем, Fn( = (Fn(, (, () е област на Скот, където (f, g ( Fn() f ( g ( f (x) ( g (x) за всяко x ( N(n, 

( (x) = ( за всяко x ( N(n.

Нека B( е плоската област на Скот над множеството { tt, ff }.

Формално релациите в B( и N( са различни, както и най-малките им елементи са различни, но ние ще ги означаваме по един и същ начин.

Съвсем аналогично се вижда, че всяка монотонно растяща редица от елементи на B( има най-много два различни елемента.

Означаваме B(k = B( x B( x …x B( - декартовото произведение на k области на Скот B(. Аналогично на по-горе всяка монотонно растяща редица от елементи на B(k има най-много k+1 различни елемента.

С Bn( ще означаваме множеството на всички непрекъснати 

изображения на B(n в B(.

С Pn( ще означаваме множеството на всички непрекъснати 

изображения на N(n в B(.

Естествено, Bn( и Pn( са области на Скот.

Твърдение: Нека A1 (A1, (1, (1), А2 (А2, (2, (2) са области на Скот.

Нека всяка монотонно растяща редица на А1 има краен брой различни членове. Тогава всяко монотонно изображение f : A1 ( A2 е непрекъснато.

Доказателство: нека f : A1 ( A2 е монотонно изображение и 

a0 (1 a1 (1 …(1 аn (1 … е монотонно растяща редица от елементи на A1. По условие съществува m ( N, такова че am = am+1 = ….

Очевидно е, че при това положение 
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a

 = am. Ще покажем, че f (am) е точна горна граница на редицата { f (an)}. Действително, an (1 am за всяко n ( N и f е монотонно ( f (an) (2 f (am) за всяко n ( N ( f (am) е горна граница на { f (an)}. Нека b е горна граница на { f (an)}. Тогава f (am) (2 b. Така f (am) = f (
[image: image601.wmf]U
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) е точна горна граница на { f (an)} и f е непрекъснато изображение.

От горното твърдение и от разглежданията преди това получаваме, че

Fn( = { f | f : N(n ( N( и f - монотонно }, Pn( = { f | f : N(n ( B( и 

f - монотонно }, Bn( = { f | f : B(n ( B( и f - монотонно }.

Да напомним, че и трите множества Fn(, Pn(, Bn( са области на Скот относно следната наредба: ((, ( ( Fn( (Pn(, Bn()) ( ( ( ( ( (x) ( ( (x) за всяко x ( N(n (B(n).

Като пример, ако едно изображение f ( F1( е такова, че f (() = (, 

то f е монотонно. Ако f (() ( ( и f е монотонно, то очевидно f (x) = f (() за всяко x ( N(, т.е. f е константно изображение.

Твърдение: Нека { (k} е монотонно растяща редица от елементи на Fn(.

Нека ( = 
[image: image602.wmf]j
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n

n

. Тогава за всяко x ( N(n имаме:

1. ( (x) = ( ( за всяко k ( N имаме (k (x) = (;

2. ако a ( (, то ( (x) = a ( съществува k ( N, такова че (k (x) = a.

Доказателство: за всяко x ( N(n имаме ( (x) = 
[image: image603.wmf]j
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Нека ( (x) = (. Имаме (k (x) ( ( (x) за всяко k ( N ( (k (x) = ( (x) = ( за всяко k ( N. Нека (k (x) = ( за всяко k ( N. Тогава е очевидно, 

че ( (x) = 
[image: image604.wmf]j
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x

k

k

()

 = (. Нека ( (x) = a ( (. Имаме, че 
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 ( ( (x) за всяко 

k ( N ( за всяко k ( N, (k (x) = a или (k (x) = (. 

Ако допуснем, че (k (x) = ( за всяко k ( N, то ще получим, че ( (x) = (, което е противоречие. Така (k (x) = а за някое k ( N.

Нека (k (x) = a ( ( за някое k ( N. Имаме 
[image: image606.wmf]j
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 ( ( (x) ( ( (x) = a.

Нека f : N(n ( N( (f : N(n ( B(, f : B(n ( B(). 

Казваме, че f е точна функция, ако за всеки x1, x2, …, xn ( N(n (B(n),

( ( { x1, x2, …, xn} ( f (x1, x2, …, xn) = (.

Твърдение: Ако f е точна, то f е непрекъсната.

Доказателство: нека x, y ( N(n (B(n) и x ( y. Ако x = y, то f (x) = f (y) (
( f (x) ( f (y). Нека x ( y. Тогава съществува i ( { 1, 2, …, n}, такова че

xi ( yi. От друга страна, xi ( yi ( xi = (. Тъй като f е точна, то f (x) = ( (
( f (x) ( f (y). Taка f е монотонна ( f е непрекъсната.

Обратното твърдение не е вярно. Например, всяка константна функция е непрекъсната, но не е непременно точна.

Нека f : Nn ( N, f : Nn ( { tt, ff} или f : { tt, ff}n ( { tt, ff}.

Точно продължение на f наричаме функцията f* : N(n ( N( 

(f* : N(n ( B(, f* : B(n ( B(), дефинирана с: (x ( N(n (B(n))

f* (x1, x2, …, xn) = b, ако ( ( { x1, x2, …, xn} и f (x1, x2, …, xn) ( b;

f* (x1, x2, …, xn) = (, ако ( ( { x1, x2, …, xn} или (! f (x1, x2, …, xn).

Очевидно е, че f* е точна функция, така че f* е непрекъсната.

Лесно се вижда, че изображението, което съпоставя на всяка частична функция f нейното точно продължение f* е биекция между частичните функции и точните функции.

При това, за всеки две частични функции f, g имаме f ( g ( f* ( g*.

Нека ( (X1, …, Xn, 
[image: image607.wmf]1
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) е терм.

Да означим F ( = 
[image: image610.wmf]^
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Нека a1, a2, …, an ( N(, ( = ((1, (2, …, (k) ( F (, (i ( 
[image: image613.wmf]^

i

n

F

, i = 1, 2, …, k.

Дефинираме индуктивно понятието стойност на терма ( в

a1, …, an, (1, …, (k, която записваме ( (a1, …, an, (1, …, (k) или 

съкратено ( (a, ():

1. Нека ( е константа, ( = c. Тогава ( (a, () = c.

2. Нека ( е променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n}. Тогава ( (a, () = ai.

3. Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l).
Тогава ( (a, () = f* ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()), където f* е точното продължение на основната операция f.

4. Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2. Тогава 
( (a, () = (1 (a, (), ако ( (a, () = tt;

( (a, () = (2 (a, (), ако ( (a, () = ff;

( (a, () = (, ако ( (а, () = (.

5. Нека ( e обръщение към функция, ( = 
[image: image614.wmf]i
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((1, (2, …, 
[image: image615.wmf]t
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).

Тогава ( (a, () = (i ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image616.wmf]t
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n

 (a, ()).
При тази дефиниция, всеки терм има стойност принадлежаща 

на N( или B( в зависимост от неговия тип.

Лема (съгласуваност на заместване и стойност):
Нека ( (X1, …, Xn, 
[image: image617.wmf]1
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[image: image619.wmf]k

n

k

F

) e терм. Нека (1 (
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(2 (
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[image: image626.wmf]1

n

1

F

, 
[image: image627.wmf]2

n

2

F

, …, 
[image: image628.wmf]k

n

k

F

) са функционални термове и ( ( F (. Тогава ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = ( (X/(, F)(().

Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Тогава ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = c, 

( (X/(, F) = c и ( (X/(, F)(() = c ( ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = ( (X/(, F)(().

Нека ( е обектова променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }. 

Тогава ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = (i (() и ( (X/(, F) = (i (F), 

така че ( (X/(, F)(() = (i (() ( ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = ( (X/(, F)(().

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Тогава ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () =

= f* ((1 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), (), (2 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), (), …, 

(l ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), ()) = f* ((1 (X/(, F)((), (2 (X/(, F)((), …, 

(l (X/(, F)(()) = f ((1 (X/(, F), (2 (X/(, F), …, (l (X/(, F))(() =

= f ((1, (2, …, (l)(X/(, F)(() = ( (X/(, F)((). Използвали сме индукционното предположение и дефиницията за стойност на терм.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Нека ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = tt. Тогава 

( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = (1 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), (). От друга страна 
( (X/(, F) = if ( (X/(, F) then (1 (X/(, F) else (2 (X/(, F). По индукционното предположение ( (X/(, F)(() = tt и (1 (X/(, F)(() = 

= (1 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), (). При това положение, 
( (X/(, F)(() = (1 (X/(, F)(() = (1 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () =

= ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), ().

Случаят ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = ff се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = (. Тогава ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = (. От индукционното предположение имаме ( (X/(, F)(() = ( (
( ( (X/(, F)(() = ( ( ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () = ( (X/(, F)(().

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image629.wmf]i
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[image: image630.wmf]t
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image631.wmf]t
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. Имаме ( ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), () =

= (i ((1 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), (), (2 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), (), …, 


[image: image632.wmf]t
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 ((1 ((), (2 ((), …, (n ((), ()) = (i ((1 (X/(, F)((), (2 (X/(, F)((), …, 


[image: image633.wmf]t
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 (X/(, F)(()) = 
[image: image634.wmf]i
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((1 (X/(, F), (2 (X/(, F), …, 
[image: image635.wmf]t
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 (X/(, F))(() = 
= 
[image: image636.wmf]i
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[image: image637.wmf]t
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)(X/(, F)(() ( ( (X/(, F)((). Използвали сме индукционното предположение и дефиницията за стойност на терм.

Твърдение (за монотонност): Нека ( (X, F) е терм, a, b ( N(n, a ( b и

(, ( ( F (, ( ( (. Тогава ( (a, () ( ( (b, ().

Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Тогава ( (a, () = c = ( (b, ().

Нека ( е обектова променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }. Тогава ( (a, () = ai,

( (b, () = bi и ai ( bi, тъй като a ( b. Така ( (a, () ( ( (b, ().

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Имаме ( (a, () = f* ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()),

( (b, () = f* ((1 (b, (), (2 (b, (), …, (l (b, ()). От индукционното предположение имаме (i (a, () ( (i (b, () за всяко i ( { 1, 2, …, l }.

Имаме, че f* е точна ( f* е монотонна ( 

f* ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()) ( f* ((1 (b, (), (2 (b, (), …, (l (b, ()), 

т.е. ( (a, () ( ( (b, ().
Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Нека ( (a, () = (. Тогава ( (a, () ( ( (b, ().
Нека ( (a, () ( (. Тогава ( (а, () = tt и ( (a, () = (1 (a, () или

( (а, () = ff и ( (a, () = (2 (a, (). Нека ( (а, () = tt и ( (a, () = (1 (a, (). 
От индукционното предположение имаме ( (a, () ( ( (b, () (
( ( (b, () = tt. Тогава ( (b, () = (1 (b, (). От индукционното 

предположение (1 (a, () ( (1 (b, () ( ( (a, () ( ( (b, ().

Случаят ( (а, () = ff и ( (a, () = (2 (a, () се разглежда аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image638.wmf]i
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((1, (2, …, 
[image: image639.wmf]t
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image640.wmf]t
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. 

Имаме ( (a, () = (i ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image641.wmf]t

i

n

 (a, ()),

( (b, () = (i ((1 (b, (), (2 (b, (), …, 
[image: image642.wmf]t

i

n

 (b, ()). От индукционното предположение имаме, че (j (a, () ( (j (b, () за всяко j ( { 1, 2, …, ni }.

Освен това (i е непрекъснато ( (i е монотонно (
( ( (a, () = (i ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image643.wmf]t
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 (a, ()) ( 
( (i ((1 (b, (), (2 (b, (), …, 
[image: image644.wmf]t
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 (b, ()). Имаме ( ( ( ( (i ( (i ( 

( (i ((1 (b, (), (2 (b, (), …, 
[image: image645.wmf]t
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 (b, ()) ( (i ((1 (b, (), (2 (b, (), …, 
[image: image646.wmf]t
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 (b, ()) =

= ( (b, (). Така ( (a, () ( ( (b, ().

С всеки терм от тип Nat или условен терм ( (X1, …, Xn, 
[image: image647.wmf]1
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) свързваме изображение Г( на F ( в множеството на тоталните функции дефинирани в N(n и приемащи стойности в N(, което се дефинира по следния начин: Г( (() = (a.( (а, () за всяко ( ( F (. Твърдението за монотонност показва, че Г( (() е монотонна функция за всяко ( ( F (. Действително, за всеки a, b ( N(n, a ( b, имаме ( (a, () ( ( (b, (), 

т.е. Г( (()(a) ( Г( (()(b). Така Г( : F ( ( F n(. Освен това, твърдението за монотонност показва, че Г( е монотонно изображение. Действително, нека a ( N(n, ( ( F (, ( ( F ( и ( ( (. Тогава ( (a, () ( ( (a, (), 
т.е. Г( (()(a) ( Г( (()(a). Така Г( (() ( Г( ((). След малко ще видим, че Г( е непрекъснато изображение. Да отбележим, че това не следва от неговата монотонност, както беше в случаите по-горе, тъй като множеството F ( съдържа монотонни редици с безброй много елементи.

Твърдение (за непрекъснатост): Нека ( (X, F) е терм. Нека a ( N(n,
{ (k} е монотонно растяща редица от елементи на F (, ( = 
[image: image650.wmf]U

j

k

k

.

Toгава за всяко a ( N( (B(), a ( ( имаме 

( (a, () = a ( съществува k ( N, такова че ( (a, (k) = a.

Доказателство: нека съществува k ( N, такова че ( (a, (k) = a ( (.

От твърдението за монотонност имаме ( (a, (k) ( ( (a, () ( ( (a, () = a.

Нека ( (a, () = a ( (. С индукция по построението на ( ще покажем, че съществува k ( N, такова че ( (a, (k) = a.

Нека ( е константа, ( = c. Имаме ( (a, () = a ( a = c. Също, ( (a, (k) = c за всяко k ( N. Така, например, при k = 0 имаме ( (a, (0) = a.

Нека ( е обектова променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }.

Имаме ( (a, () = ai ( ai = a. Също, ( (a, (k) = ai за всяко k ( N. 

Така, например, при k = 0 имаме ( (a, (0) = a.

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Имаме ( (a, () = f* ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()) =

= а ( ( ( (i (a, () ( ( за всяко i = 1, 2, …, l, тъй като f* е точна функция.

От индукционното предположение за всяко i = 1, 2, …, l съществува

ki ( N, такова че (i (a, 
[image: image651.wmf]j
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) = (i (a, (). Избираме k = max (k1, k2, …, kl).
Естествено, 
[image: image652.wmf]j
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 ( (k за всяко i = 1, 2, …, l и от твърдението за монотонност получаваме (i (a, 
[image: image653.wmf]j
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) ( (i (a, (k). Имаме (i (a, 
[image: image654.wmf]j
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( (i (a, 
[image: image655.wmf]j
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) = (i (a, (k) за всяко i = 1, 2, …, l. Последователно получаваме 

( (a, (k) = f* ((1 (a, (k), (2 (a, (k), …, (l (a, (k)) = f* ((1 (a, 
[image: image656.wmf]j
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(i (a, 
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)) = f* ((1 (a, (), (2 (a, (), …, (l (a, ()) = а.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image659.wmf]i
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((1, (2, …, 
[image: image660.wmf]t
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image661.wmf]t
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Имаме ( (a, () = (i ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image662.wmf]t
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 (a, ()) = а ( (.

Тук не можем да твърдим, че (j (a, () ( ( за всяко j ( { 1, 2, …, ni}, тъй като в общия случай (i не е точна функция. Имаме ( = 
[image: image663.wmf]U
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( (i = 
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 (a, ()) = а ( ( ( 
( (твърдение от по-горе) съществува k0 ( N, такова че 


[image: image666.wmf]j
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 ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image667.wmf]t
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 (a, ()) = а. Нека j ( { 1, 2, …, ni}.

Ако (j (a, () = (, полагаме kj = 0.

Ако (j (a, () ( (, то от индукционното предположение 

съществува kj ( N, такова че (j (a, 
[image: image668.wmf]j

j

k

) = (j (a, ().

Избираме k = max (k0, k1, …, 
[image: image669.wmf]i
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). Имаме 
[image: image670.wmf]j
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 (a, ()) = a ( ( (
( (ki ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
[image: image674.wmf]t
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 (a, ()) = a. 

Нека j ( { 1, 2, …, ni}. Нека (j (a, () = (. От монотонността имаме 

(j (a, (k) ( (j (a, () ( (j (a, (k) = (. Нека (j (a, () ( (. 
От монотонността имаме (j (a, () = (j (a, 
[image: image675.wmf]j
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) ( (j (a, (k) ( 
( (j (a, (k) = (j (a, (). И така, (j (a, (k) = (j (a, () за всяко j ( { 1, 2, …, ni}.

Окончателно, ( (a, (k) = (ki ((1 (a, (k), (2 (a, (k), …, 
[image: image676.wmf]t
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 (a, (k)) =

= (ki ((1 (a, (), (2 (a, (), …, 
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Следствие: Нека ( (X, F) е терм. Нека a ( N(n, { (k} е монотонно растяща редица от елементи на F (, ( = 
[image: image678.wmf]U
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. Тогава ( (a, () = 
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Доказателство: преди всичко от твърдението за монотонност { ( (a, (k) } е монотонна редица, така че съществува 
[image: image680.wmf]t
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. Нека ( (a, () = (.

От твърдението за монотонност ( (a, (k) ( ( (a, () = ( за всяко k ( N (
( ( (a, (k) = ( за всяко k ( N ( 
[image: image681.wmf]t
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Нека ( (a, () ( (. От твърдението за непрекъснатост съществува k ( N, такова че ( (a, (k) = ( (a, (). Имаме ( ( ( (a, (k) ( 
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( ( (a, (k) = 
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Следствие: За всеки терм от тип Nat или условен терм ( (X, F), дефинираното Г( е непрекъснато изображение на F ( във F n(.
Доказателство: вече показахме, че Г( е монотонно изображение.

Така, достатъчно е да покажем, че Г( (
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 за всяка монотонно растяща редица { (k} от елементи на F (.

Нека a ( N(n. Тогава Г( (
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j

k

k

)(a) = ( (a, 
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. Използвали сме предното следствие и характеризацията на точните горни граници на монотонни редици от непрекъснати изображения в области на Скот.

Нека R е програма от вида

(0 (X1, …, Xn, 
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Нека Гi : F ( ( 
[image: image701.wmf]^
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, Гi = 
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, i = 1, 2, …, k. 
Разглеждаме системата за изображенията Г1, Г2, …, Гk:

Г1 ((1, (2, …, (k) = (1
Г2 ((1, (2, …, (k) = (2
…

Гk ((1, (2, …, (k) = (k
Тъй като Г1, Г2, …, Гk са непрекъснати изображения (предното следствие), то системата притежава най-малко решение 

( = ((1, (2, …, (k). При това ( е и най-малко квазирешение.

Полагаме ( = (a. (0 (a, () = 
[image: image703.wmf]t
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Функцията DN (R) : Nn ( N, дефинирана с 

DN (R)(а) ( ( (a), ако ( (a) ( (,
(! DN (R)(a), ако ( (a) = (, за всяко a ( Nn 

наричаме денотационна семантика на програмата R 

с предаване по име.

Нашата най-близка цел е да покажем, че денотационната и операционната семантика по име съвпадат за всяка програма R.

По-долу с ( ще означаваме най-малкото решение на системата

за Г1, Г2, …, Гk, което е и най-малко квазирешение на тази система.

Твърдение: Нека ( (F) е функционален терм, c е константа от типа на ( и R 
[image: image704.wmf]N
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 ( ( c. Тогава ( (() = c.

Доказателство: провеждаме пълна индукция по дължината на извода

R 
[image: image705.wmf]N
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 ( ( c. Нека R 
[image: image706.wmf]N
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 ( ( c с дължина на извода k и твърдението е изпълнено за изводи R 
[image: image707.wmf]N
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 ( ( c с дължини по-малки от k.

Разглеждаме случаи в зависимост от вида на (.

Нека ( е константа, ( = d. Имаме R 
[image: image708.wmf]N
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 ( ( c. От лемата за извода получаваме d = c. Тогава ( (() ( d = c.

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l). 

Имаме R 
[image: image709.wmf]N
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 ( ( c с дължина на извода k. От лемата за извода съществуват константи c1, c2, …, cl, такива че R 
[image: image710.wmf]N
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 (j ( cj, j = 1, 2, …, l 

с дължина на извода по-малка от k и f (c1, c2, …, cl) = c. 

От индукционното предположение имаме (j (() = cj, j = 1, 2, …, l.

Тогава ( (() = f* ((1 ((), (2 ((), …, (l (()) = f* (c1, c2, …, cl) = f (c1, c2, …, cl) = c.

Използвали сме, че cj ( (, j = 1, 2, …, l и че f* е точното продължение на f.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2. Имаме R 
[image: image711.wmf]N
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 ( ( c с дължина на извода k. От лемата за извода R 
[image: image712.wmf]N
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 ( ( tt и R 
[image: image713.wmf]N

�

 (1 ( c или R 
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 ( ( ff и R 
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 (2 ( c, при това тези изводи са с дължина по-малка от k.

Нека R 
[image: image716.wmf]N
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 ( ( tt и R 
[image: image717.wmf]N

�

 (1 ( c. От индукционното предположение имаме

( (() = tt, (1 (() = c ( ( (() = c. Случаят R 
[image: image718.wmf]N
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 ( ( ff и R 
[image: image719.wmf]N
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 (2 ( c се разглежда аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image720.wmf]i
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((1, (2, …, 
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Имаме R 
[image: image722.wmf]N
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 ( ( c с дължина на извода k, така че от лемата за 

извода R 
[image: image723.wmf]N
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 (i (X1/(1, X2/(2, …, 
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, F) ( c с дължина на извода 

по-малка от k. Oт индукционното предположение получаваме

(i (X1/(1, X2/(2, …, 
[image: image726.wmf]i
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, F)(() = c. От лемата за съгласуване на заместване и стойност получаваме (i ((1 ((), (2 ((), …, 
[image: image728.wmf]m
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Имаме ( (() = (i ((1 ((), (2 ((), …, 
[image: image729.wmf]m
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(()) = Гi (()((1 ((), (2 ((), …, 
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= (i ((1 ((), (2 ((), …, 
[image: image731.wmf]m

i

n

((), () = c. Използвали сме, че ( е решение на системата за Г1, Г2, …, Гk.
Теорема (за коректност): ON (R) ( DN (R).

Доказателство: нека ON (R)(a) ( b. Тогава R 
[image: image732.wmf]N
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 (0 (X/a, F) ( b.
От предното твърдение получаваме (0 (X/a, F)(() = b. От лемата за съгласуване на заместване и стойност получаваме (0 (a, () = b ( (.

При това положение, DN (R)(a) ( b. Така ОN (R) ( DN (R).

Нека ( (F) е функционален терм. Определяме елемент [(] ( N( (B() с индукция по построението на (:

1. Ако ( е константа, ( = c, то [(] = c.

2. Ако ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l), то 

[(] = f* ([(1], [(2], …, [(l]), където f* е точното продължение на f.

3. Ако ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2, то

[(] = [(1], ако [(] = tt,

[(] = [(2], ако [(] = ff,

[(] = (, ако [(] = (.

4. Ако ( е обръщение към функция, ( = 
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), то:

4.1. Aко съществува a ( N, такова че R 
[image: image735.wmf]N
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 (i (X/(, F) ( a, определяме [(] = a.

4.2. Ако не съществува такова a ( N, че R 
[image: image736.wmf]N
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 (i (X/(, F) ( a,

определяме [(] = (.

Дефиницията е коректна, т.е. на всеки терм ( съпоставяме 

единствено [(], тъй като е в сила еднозначност на опростяването по име.

Твърдение: Нека ( (F) е функционален терм и [(] = a ( (. 

Тогава R 
[image: image737.wmf]N
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 ( ( a.
Доказателство: индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = d. Имаме [(] = a ( ( ( а = d и R 
[image: image738.wmf]N
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 ( ( a.

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Имаме [(] = a ( ( ( съществуват a1, a2, …, al, такива че [(1] = a1, [(2] = a2, …, [(l] = al и f* (a1, a2, …, al) = a.

Имаме, че f* е точна функция и a ( ( ( aj ( ( за всяко j = 1, 2, …, l.

От индукционното предположение R 
[image: image739.wmf]N
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 (j ( aj, j = 1, 2, …, l.

Освен това f (a1, a2, …, al) = a, тъй като f* (a1, a2, …, al) = a и f* е точното продължение на f. Така R 
[image: image740.wmf]N
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 ( ( a.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Имаме [(] = a ( (. Тогава [(] = tt и [(1] = a или

[(] = ff и [(2] = a. Нека [(] = tt и [(1] = a. От индукционното предположение получаваме R 
[image: image741.wmf]N
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 ( ( tt и R 
[image: image742.wmf]N

�

 (1 ( a. Тогава R 
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Случаят [(] = ff и [(2] = a се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image744.wmf]i
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((1, (2, …, 
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image746.wmf]m
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. Имаме [(] = a ( (.

От дефиницията на [(] получаваме R 
[image: image747.wmf]N
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 (i (X/(, F) ( a.

От правилото за предаване по име получаваме R 
[image: image748.wmf]N
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 ( ( а.

Твърдение: За всеки функционален терм ( (F) е изпълнено: ( (() ( [(].

Доказателство: ще припомним конструкцията на ( от теоремата на Кнастер-Тарски. Имаме ( = 
[image: image749.wmf]U
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, (0 = ((1, (2, …, (k), 

(r+1 = (Г1 ((r), Г2 ((r), …, Гk ((r)) за всяко r ( N. Тук с (i сме означили 

най-малкият елемент на 
[image: image750.wmf]^
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 - константната функция (, i = 1, 2, …, k.

Ще покажем, че ( ((r) ( [(] с индукция по r.

База: нека r = 0. За да покажем, че ( ((0) ( [(] провеждаме 

индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Тогава ( ((0) = c = [(] ( ( ((0) ( [(].

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Имаме ( ((0) = f* ((1 ((0), (2 ((0), …, (l ((0)) (
( f* ([(1], [(2], …, [(l]) = [(]. Използвали сме индукционното предположение и факта, че точното продължение f* на f е монотонна функция.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Ако ( ((0) = (, то ( ((0) ( [(]. Нека ( ((0) ( (.

Тогава ( ((0) = tt и (1 ((0) = ( ((0) или ( ((0) = ff и (2 ((0) = ( ((0).

Нека ( ((0) = tt и (1 ((0) = ( ((0). Oт индукционното предположение

( ((0) ( [(] и (1 ((0) ( [(1]. Тъй като ( ((0) = tt ( (, то [(] = tt ( [(] = [(1].

Така ( ((0) = (1 ((0) ( [(1] = [(]. Случаят ( ((0) = ff и (2 ((0) = ( ((0) се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
[image: image751.wmf]i
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((1, (2, …, 
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
[image: image753.wmf]m
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Имаме ( ((0) = (i ((1 ((0), (2 ((0), …, 
[image: image754.wmf]m
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((0)) = ( ( [(].

Главно индукционно предположение: нека ( ((r) ( [(] за някое r ( 0.

Стъпка: ще покажем, че ( ((r+1) ( [(] с индукция по построението на (.

Нека ( е константа, ( = c. Тогава ( ((r+1) = c = [(] ( ( ((r+1) ( [(].

Нека ( е основна операция, ( = f ((1, (2, …, (l) и твърдението е 

изпълнено за термовете (1, (2, …, (l. Имаме ( ((r+1) = 

= f* ((1 ((r+1), (2 ((r+1), …, (l ((r+1)) ( f* ([(1], [(2], …, [(l]) = [(]. Използвали сме индукционното предположение и факта, че точното продължение 
f* на f е монотонна функция.

Нека ( е условен терм, ( = if ( then (1 else (2 и твърдението е изпълнено за термовете (, (1, (2. Ако ( ((r+1) = (, то ( ((r+1) ( [(]. Нека ( ((r+1) ( (.

Тогава ( ((r+1) = tt и (1 ((r+1) = ( ((r+1) или ( ((r+1) = ff и (2 ((r+1) = ( ((r+1).

Нека ( ((r+1) = tt и (1 ((r+1) = ( ((r+1). Oт индукционното предположение

( ((r+1) ( [(] и (1 ((r+1) ( [(1]. Тъй като ( ((r+1) = tt ( (, то [(] = tt ( [(] = [(1].

Така ( ((r+1) = (1 ((r+1) ( [(1] = [(]. Случаят ( ((r+1) = ff и (2 ((r+1) = ( ((r+1) се разглежда абсолютно аналогично.

Нека ( е обръщение към функция, ( = 
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((1, (2, …, 
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) и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, 
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Имаме ( ((r+1) = (r+1, i ((1 ((r+1), (2 ((r+1), …, 
[image: image758.wmf]m
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((r+1)). От индукционното предположение (j ((r+1) ( [(j], j = 1, 2, …, ni. Нека j ( { 1, 2, …, ni}. 

Ако (j ((r+1) = aj ( (, то aj = [(j] и от предното твърдение R 
[image: image759.wmf]N
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 (j ( aj. 

За всяко j ( { 1, 2, …, ni} въвеждаме терм (j по следния начин: 

(j = aj, ако (j ((r+1) = aj ( (, 

(j = (j, ако (j ((r+1) = (.

Ще проверим, че (j ((r) = (j ((r+1) за всяко j = 1, 2, …, ni.

Действително, ако (j ((r+1) = aj ( (, то (j ((r) = aj = (j ((r+1),

ако (j ((r+1) = (, то от (r ( (r+1 и от твърдението за монотонност получаваме (j ((r) = (j ((r) ( (j ((r+1) = ( ( (j ((r) = ( = (j ((r+1).

Имаме ( ((r+1) = (r+1, i ((1 ((r+1), (2 ((r+1), …, 
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= Гi ((r) ((1 ((r), (2 ((r), …, 
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((r)) = (i ((1 ((r), (2 ((r), …, 
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= (i (X/(, F)((r). Използвали сме лемата за съгласуване на заместване и стойност. Вече можем да покажем, че ( ((r+1) ( [(]. Ако ( ((r+1) = (, то неравенството е очевидно. Нека ( ((r+1) = а ( (. Имаме ( ((r+1) = 

= (i (X/(, F)((r) = a ( (. Oт главното индукционно предположение,

( ( a = (i (X/(, F)((r) ( [(i (X/(, F)] ( [(i (X/(, F)] = a ( ( и от предното твърдение, R 
[image: image763.wmf]N
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 (i (X/(, F) ( a. Разбиваме множеството { 1, 2, …, ni} на две непресичащи се подмножества I1 = { p1, p2, …, pl} и I2 = { q1, q2, …, qs}, по такъв начин, че j ( I1 ( (j ((r+1) ( (, j ( I2 ( (j ((r+1) = (.

Естествено, от дефиницията на термовете (j получаваме, че

j ( I1 ( (j = aj, j ( I2 ( (j = (j, j = 1, 2, …, ni.

Нека ( (
[image: image764.wmf]1

p

X

, 
[image: image765.wmf]2

p

X

, …, 
[image: image766.wmf]l

p

X

, F) = (i (
[image: image767.wmf]1

q

X

/
[image: image768.wmf]m

1

q

, 
[image: image769.wmf]2

q

X

/
[image: image770.wmf]m

2

q

, …, 
[image: image771.wmf]s

q

X

/
[image: image772.wmf]m

s

q

, F) =

= (i (
[image: image773.wmf]1

q

X

/
[image: image774.wmf]n

1

q

, 
[image: image775.wmf]2

q

X

/
[image: image776.wmf]n

2

q

, …, 
[image: image777.wmf]s

q

X

/
[image: image778.wmf]n

s

q

, F).

Имаме ( (
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Вече получихме R 
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 (j ( aj за всяко j ( I1 = { p1, p2, …, pl}.

Също R 
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, F) ( a. От лемата за симулацията получаваме R 
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Oт друга страна, ( (
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 (i (X/(, F) ( a. Така [(] = a = ( ((r+1).

И така ( ((r) ( [(] за всяко r ( N и за всеки функционален терм ( (F).

При това положение, ( (() = ( (
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( [(]. Използвали сме следствието след твърдението за непрекъснатост.

Теорема (за пълнота): DN (R) ( ON (R).

Доказателство: нека DN (R)(a) ( b. Тогава (0 (а, () = b. От лемата за съгласуване на заместване и стойност, (0 (X/a, F)(() = b ( (,

от предното твърдение (0 (X/a, F)(() ( [(0 (X/a, F)] ( [(0 (X/a, F)] = b.

От по-предното твърдение, R 
[image: image815.wmf]N

�

 (0 (X/а, F) ( b ( ON (R)(a) ( b.
Kaто комбинираме теоремите за коректност и пълнота получаваме

ON (R) = DN (R), с което показахме еквивалентността на операционната и денотационната семантика с предаване по име на рекурсивните програми.

Семантична характеризация на логическите програми. 

Език от първи ред ( се състои от следните синтактични елементи:

· константни символи c1, c2, …, cr, r ( 0;

· функционални символи f1, f2, …, fm, m ( 0;
· предикатни символи T1, T2, …, Tk, k ( 0;
· безкрайно изброимо множество от променливи, които ще означаваме с главни латински букви, евентуално снабдени с индекси;
· логически съюзи - (, (;
· квантор за съществуване - (;
· скоби и запетаи за да се постигне еднозначен синтактичен анализ.
С всеки функционален и предикатен символ се свързва естествено число, по-голямо от 0, което означава неговата местност (арност).

Ще припомним как се дефинират синтактичните понятия терм и формула.

Дефинираме индуктивно понятието терм в езика (:

1. Всеки констатен символ е терм.

2. Всяка променлива е терм.
3. Ако (1, (2, … (n са термове и f е n-местен функционален символ, то думата f ((1, (2, … (n) е терм.

Дефинираме индуктивно понятието формула в езика (:

1. Ако T е n-местен предикатен символ, (1, (2, … (n са термове, то думата T ((1, (2, … (n) е формула. Такава формула се нарича атомарна формула (атом).

2. Ако F и G са формули, то (F и (F ( G) са формули.

3. Ако F е формула, X е променлива, то (X F е формула.

Ясно е как се дефинират множествата от свободните и свързаните променливи на формула. Ще считаме, че в една формула не може да има променлива, която е едновременно свързана и свободна. Естествено, това се постига чрез преименуване на свързаните променливи.

Ако ( е терм, то с ( (X1, X2, …, Xn) означаваме факта, че променливите на ( са измежду X1, X2, …, Xn. Ако F е формула, то с F (X1, X2, …, Xn) означаваме факта, че свободните променливи на F са 

измежду X1, X2, …, Xn.

Термове, в които не участват променливи наричаме основни.

Атомарни формули, в които не участват променливи наричаме 

основни атоми.

Ако ( (X1, X2, …, Xn), (1, (2, …, (n са термове, то с ( (X1/(1, X2/(2, …, Xn/(n) означаваме термът, получен от ( чрез едновременно заместване на променливите X1, X2, …, Xn съответно с термовете (1, (2, …, (n.
По-съкратено записваме ( (X/(). Естествено, ако (1, (2, …, (n са основни термове, то ( (X/() също е основен терм.

Ако F (X1, X2, …, Xn) е формула, (1, (2, …, (n са термове, то с 
F (X1/(1, X2/(2, …, Xn/(n) означаваме формулата, получен от F чрез едновременно заместване на свободните срещания на променливите 

X1, X2, …, Xn съответно с термовете (1, (2, …, (n. По-съкратено 
записваме F (X/(). Естествено, ако (1, (2, …, (n са основни термове, то формулата F (X/() няма свободни променливи.

Алгебрична система ( в езика ( се състои от:

1. Непразно множество H, което наричаме носител.

2. Елементи a1, a2, …, ar ( H. Чрез тях ще се интерпретират съответните константи.

3. За всяко i = 1, 2, …, m тотално изображение Fi : Hn ( H, където n е местността на функционалния символ fi. Чрез тези изображения ще се интерпретират съответните функционални символи.

4. За всяко i = 1, 2, …., k тотален предикат Pi : Hn ( { true, false }, където n е местността на предикатния символ Ti.

Нека е въведена алгебрична система

( = (H, (a1, a2, …, ar), (F1, F2, …, Fm), (P1, P2, …, Pk)).
Оценка на променливите v в ( наричаме всяко тотално изображение на множеството на променливите в носителя H.

Ако v е оценка в (, a ( H и X е променлива, то v[X ( a] - модификация 

на v върху X чрез a е оценката, дефинирана с 
v[X ( a](Y) = v (Y), ако Y ( X, v[X ( a](X) = a.

Нека v е оценка в (. За всеки терм ( в ( дефинираме индуктивно стойност на ( при оценката v, която без ограничение бележим с v (().

1. Ако ( = ci, i = 1, 2, …, r, то v (() = ai.

2. Ако ( = X - променлива, то v (() = v (X).

3. Ако ( = fi ((1, (2, …, (n), i ( { 1, 2, …, m}, 

v (() = Fi (v ((1), v ((2), …, v ((n)).

Естествено, стойността на всеки терм при дадена оценка v е елемент на носителя H. Също така, стойността на основен терм е една и съща при всяка оценка v.

За всяка формула F в ( и всяка оценка v дефинираме индуктивно стойност true или false на F при оценката v. Бележим, (, v 
[image: image816.wmf]‘

 F, 

ако F има стойност true при оценката v и (, v 
[image: image817.wmf]—

 F, в противен случай.

1. Ако F = Ti ((1, (2, …, (n), където (1, (2, …, (n са термове, Ti е n-местен предикатен символ, то (, v 
[image: image818.wmf]‘

 F ( Pi (v ((1), v ((2), …, v ((n)) = true.

2. Ако F = (G, то (, v 
[image: image819.wmf]‘

 F ( (, v 
[image: image820.wmf]—

 G.
3. Ако F = (F1 ( F2), то (, v 
[image: image821.wmf]‘

 F ( (, v 
[image: image822.wmf]‘

 F1 или (, v 
[image: image823.wmf]‘

 F2.
4. Ако F = (X G, X – променлива, то (, v 
[image: image824.wmf]‘

 F ( съществува a ( H, такова че (, v [X ( a] 
[image: image825.wmf]‘

 G.
Ясно е, че ако две оценки v1, v2 съвпадат върху свободните променливи на F, то (, v1 
[image: image826.wmf]‘

 F ( (, v2 
[image: image827.wmf]‘

 F. В частност, ако F няма свободни променливи, то (, v 
[image: image828.wmf]‘

 F при всяка оценка v или (, v 
[image: image829.wmf]—

 F 

при всяка оценка v.
Останалите логически връзки конюнкция, импликация, еквивалентност и кванторът за общност се въвеждат като подходящи съкращения:

1. Ако F, G са формули, то с (F & G) означаваме 

формулата (((F ( (G). Естествено, (, v 
[image: image830.wmf]‘

 F & G ( 

( (, v 
[image: image831.wmf]‘

 F и (, v 
[image: image832.wmf]‘

 G.
2. Ако F, G са формули, то с F ( G означаваме формулата (F ( G.

Естествено, (, v 
[image: image833.wmf]‘

 F ( G ( от (, v 
[image: image834.wmf]‘

 F следва (, v 
[image: image835.wmf]‘

 G.
3. Ако F, G са формули, то с F ( G означаваме формулата

(((((F ( G) ( (((G ( F)). Естествено, (, v 
[image: image836.wmf]‘

 F ( G (
( (, v 
[image: image837.wmf]‘

 F и (, v 
[image: image838.wmf]‘

 G са едновременно изпълнени или не.
4. Ако F е формула, X е променлива, то с (X F означаваме 

формулата ((X (F. Естествено, (, v 
[image: image839.wmf]‘

 (X F (
( за всяко a ( H, имаме (, v [X ( a] 
[image: image840.wmf]‘

 F.

Нека F е формула в (, ( е алгебрична структура в (. Казваме, че ( е модел на F, ако (, v 
[image: image841.wmf]‘

 F за всяка оценка v. Бележим ( 
[image: image842.wmf]‘

 F.

Естествено, ако ( не е модел на F, бележим ( 
[image: image843.wmf]—

 F.

Нека F, G са формули в (. Казваме, че oт F логически следва G и бележим F 
[image: image844.wmf]‘

 G, ако при всеки избор на алгебрична система ( в ( и оценка на променливите v в ( имаме (, v 
[image: image845.wmf]‘

 F ( (, v 
[image: image846.wmf]‘

 G.

В частност, ако F няма свободни променливи, тaзи дефиниция е еквивалентна на следната: всеки модел на F да е модел и на G.
Формула C от вида (X1(X2…(Xs (A (X1, X2, …, Xs) ( (B1 (X1, X2, …, Xs) (
( (B2 (X1, X2, …, Xs) ( …( (Bn (X1, X2, …, Xs)) се нарича хорнова клауза.

Тук A, B1, B2, …, Bn са атомарни формули.

Ако n = 0 формулата C наричаме факт, ако n > 0 формулата C наричаме правило. Обикновено за формулата C се използва следният съкратен запис: A :- B1, B2, …, Bn.

Логическа програма наричаме формула P от вида C1 & C2 & … & Cp, където Cj е хорнова клауза, j = 1, 2, …, p.
Ако P е логическа програма, то с Output (P) бележим множеството от всички основни атоми A, такива че P 
[image: image847.wmf]‘

 A.
Множеството Output (P) задава семантиката на логическата програма P.

Връзката между Output (P) и изчислението в PROLOG е следната:

1. Ако A е основен атом в ( и целта ?- A дава отговор ‘yes’, 
то А ( Output (P).

2. Ако A е основен атом в ( и целта ?- A дава отговор ‘no’, 

то А ( Output (P).

3. Ако A е основен атом в ( и целта ?- A не дава отговор, то е възможно както A ( Output (P), така и A ( Output (P).

Третият случай показва непълнотата на езика PROLOG.

При идеална реализация на логическото програмиране в третия случай имаме A ( Output (P). 

Този трети случай е съществен и не може да се избегне, тъй като логическото следване в предикатното смятане от първи ред не е алгоритмично разрешимо.

Ербранови алгебрични структури
Нека ( = ((c1, c2, …, cr), (f1, f2, …, fm), (T1, T2, …, Tk)) е език от първи ред.

При това, нека r ( 1, т.е. в езика има константни символи.
Алгебрична система (E = (H, (a1, a2, …, ar), (F1, F2, …, Fm), (P1, P2, …, Pk)
в ( се нарича ербранова, ако тя изпълнява следните условия:

1. H е множеството от всички основни термове в (.

2. ai = ci, i = 1, 2, …, r.
3. За всяко i = 1, 2, …, m, ако fi е n-местен функционален символ, то Fi ((1, (2, …, (n) = fi ((1, (2, …, (n) за произволни основни термове 
(1, (2, …, (n.

Естествено, всеки език ( има повече от една ербранова алгебрична структура, тъй като за интепретацията на предикатните символи няма ограничения от дефиницията.

Твърдение: Нека ( (X1, X2, …, Xn) е терм в (, v е оценка в 
ербранова (E в (. Тогава е в сила равенството 
v (() = ( (X1/v (X1), X2/v (X2), …, Xn/v (Xn)).

Доказателство: индукция по построението на (.
Нека ( е константа, ( = ci, i ( { 1, 2, …, r }. Тогава v (() = ai = ci и

( (X1/v (X1), X2/v (X2), …, Xn/v (Xn)) = ci.

Нека ( е променлива, ( = Xi, i ( { 1, 2, …, n }. Тогава v (() = v (Xi) и 
( (X1/v (X1), X2/v (X2), …, Xn/v (Xn)) = v (Xi).

Нека ( = fi ((1, (2, …, (l), където fi е l-местен функционален символ и твърдението е изпълнено за термовете (1, (2, …, (l.

Тогава v (() = Fi (v ((1), v ((2), …, v ((n)) = Fi ((1 (X1/v (X1), …, Xn/v (Xn)), …,

(l (X1/v (X1), …, Xn/v (Xn))) = fi ((1 (X1/v (X1), …, Xn/v (Xn)), …,

(l (X1/v (X1), …, Xn/v (Xn))) = fi ((1, (2, …, (l)(X1/v (X1), X2/v (X2), …, Xn/v (Xn)) = ( (X1/v (X1), X2/v (X2), …, Xn/v (Xn)). Използвали сме индукционното предположение и дефиницията за ербранова структура.

Следствие: Ако ( е затворен терм в (, v е оценка в 

ербранова (E в (, то v (() = (.
Следствие: Нека A = Tj ((1 (X1, X2, …, Xn), (2 (X1, X2, …, Xn), …, 

(l (X1, X2, …, Xn)), j ( { 1, 2, …, k } е атомарна формула в ( (Tj е l-местен функционален символ) и v е оценка в ербранова (E в (. 

Тогава (E, v 
[image: image848.wmf]‘

 A ( Pj ((1, (2, …, (l) = true, 
където (j = (j (X1/v (X1), X2/v (X2), …, Xn/v (Xn)), j = 1, 2, …, n.
Следствие: Нека A = Tj ((1, (2, …, (l) е основен атом, j ( { 1, 2, …, k },

(1, (2, …, (l са основни термове. Тогава (E 
[image: image849.wmf]‘

 A ( Pj ((1, (2, …, (l) = true.
И трите следствия са очевидни, затова не привеждаме доказателства.

Нека (E е ербранова алгебрична система. Да означим с 
[image: image850.wmf] E
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множеството от всички основни атоми, които са вярни в (E. 

Ясно е, че (E еднозначно определя 
[image: image851.wmf] E

M

A

. Ще покажем, че е в сила и обратното. Нека M е произволно множество от основни атоми.

Определяме ербранова алгебрична система (E, като задаваме интерпретация на предикатните символи: 
за всяко j ( { 1, 2, …, k}, ако Tj е n-местен предикатен символ, то 
Pj ((1, (2, …, (n) = true, ако Tj ((1, (2, …, (n) ( M, 
Pj ((1, (2, …, (n) = false, ако Tj ((1, (2, …, (n) ( M
за прозволни основни термове (1, (2, …, (n.

От горното следствие, (E 
[image: image852.wmf]‘

 Tj ((1, (2, …, (n) ( Pj ((1, (2, …, (n) = true (
( Tj ((1, (2, …, (n) ( M ( M = 
[image: image853.wmf] E

M

A

. По този начин можем да отъждествяваме всяка ербранова алгебрична система с множеството от вярните основни атоми в нея. Нека M е множество от основни атоми.
Нека F е формула в (. Бележим M 
[image: image854.wmf]‘

 F, ако 
[image: image855.wmf] E

M

A


[image: image856.wmf]‘

 F, където 
[image: image857.wmf] E
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 е ербрановата алгебрична система съответна на M. 

Още казваме, че M е ербранов модел на F.

Естествено, ако A е основен атом, то M 
[image: image858.wmf]‘

 A ( A ( M.
Ако v е произволна оценка бележим M, v 
[image: image859.wmf]‘

 F, ако 
[image: image860.wmf] E

M

A

, v 
[image: image861.wmf]‘

 F.
С M* ще бележим множеството от всички основни атоми в (.
Нека C е хорнова клауза, C = (X1(X2…(Xs (A (X1, X2, …, Xs) (
( (B1 (X1, X2, …, Xs) ( (B2 (X1, X2, …, Xs) ( …( (Bn (X1, X2, …, Xs)).

Означаваме с C( формулата A ( (B1 ( (B2 ( …( (Bn.

Всяка формула D = C( (X1/(1, X2/(2, …, Xn/(n), където (1, (2, …, (n са основни термове, наричаме частен случай на хорновата клауза C.
Основният атом A (X/() наричаме глава на частния случай D.

Крайното множество от основни атоми { Bi (X/() | i ( { 1, 2, …, n } } наричаме опашка на частния случай D. Главата на D бележим с head (D), а опашката бележим с tail (D).

Твърдение: Нека M ( M*. Нека C е хорнова клауза. 

Тогава M 
[image: image862.wmf]‘

 C ( M 
[image: image863.wmf]‘

 D за всеки частен случай D на C.
Доказателство: нека C = (X1(X2…(Xs (A (X) ( (B1 (X) ( (B2 (X) ( …(
( (Bn (X)). Нека M 
[image: image864.wmf]‘

 C и D е частен случай на C, D = C( (X/().

Нека v е оценка, такава че v (Xi) = (i, i = 1, 2, …, s.

Имаме M, v 
[image: image865.wmf]‘

 C ( M, v 
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 C( ( M, v 
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 A или М, v 
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 B1 или …или

M, v 
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 Bn ( A (X/() ( M или B1 (X/() ( M или …или Bn (X/() ( M ( 
( M 
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 A (X/() или М, v 
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 B1 (X/() или …или M, v 
[image: image872.wmf]—

 Bn (X/() ( 
( M 
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 A (X/() ( (B1 (X/() ( …( (Bn (X/(), т.е. M 
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 C( (X/() ( M 
[image: image875.wmf]‘

 D.

Обратно, нека M 
[image: image876.wmf]‘

 D за всеки частен случай D на C. 
Ще покажем, че M 
[image: image877.wmf]‘

 C. Достатъчно е да покажем, че M 
[image: image878.wmf]‘

 C(.

Нека v е оценка. Нека v (Xi) = (i, i = 1, 2, …, n. Естествено, C( (X/() е частен случай на C. Имаме M 
[image: image879.wmf]‘

 C( (X/() ( M 
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 A (X/() или
М, v 
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 B1 (X/() или …или M, v 
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 Bn (X/() ( М, v 
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 A или 
М, v 
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 B1 или …или M, v 
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 Bn ( M, v 
[image: image886.wmf]‘

 C(. Така M, v 
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 C( за всяка оценка v ( M 
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 C( ( М 
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 C.
Следствие: Нека M ( M*. Нека P е логическа програма. 
Тогава M 
[image: image890.wmf]‘

 P ( M е модел на всеки частен случай на 
хорнова клауза от P.

Доказателство: M 
[image: image891.wmf]‘

 P ( М е модел на всяка хорнова клауза от P (
( M е модел на всеки частен случай на хорнова клауза от P.

Твърдение: Нека M ( M*. Нека C е хорнова клауза, D е частен 
случай на C. Тогава M 
[image: image892.wmf]‘

 D ( tail (D) ( M ( head (D) ( M.

Доказателство: нека D = A ( (B1 ( (B2 ( …( (Bn, където A, Bi, 

i = 1, 2, …, n са основни атоми. Тогава M 
[image: image893.wmf]‘

 D ( M 
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 A или М 
[image: image895.wmf]—

 B1 

или …или M 
[image: image896.wmf]—

 Bn ( А ( М или B1 ( M или …или Bn ( M (
( head (D) ( M или tail (D) ( M ( tail (D) ( M ( head (D) ( M.

Твърдение: Всяка логическа програма P има поне един ербранов модел.

Доказателство: ще покажем, че M* е ербранов модел на P.
Имаме M* 
[image: image897.wmf]‘

 P ( M* е модел на всеки частен случай на 
хорнова клауза от P ( tail (D) ( M* ( head (D) ( M* за всеки частен случай D на хорнова клауза от P. Последното е изпълнено, тъй като M* се състои от всички основни атоми.

Нека P е логическа програма. Означаваме с MP сечението на всички ербранови модели на P. От предното твърдение това сечение е добре дефинирано.

Твърдение: MP е модел на P.

Доказателство: нека D е частен случай на хорнова клауза от P.

Да предположим, че tail (D) ( MP. Нека M е произволен ербранов 
модел на P. Имаме MP ( M ( tail (D) ( M ( head (D) ( M, тъй като M е ербранов модел на P. Така head (D) лежи във всеки ербранов модел на P ( head (D) ( MP. Така MP 
[image: image898.wmf]‘

 P.

Моделът MP на P се нарича най-малък ербранов модел на P.
Теорема: МP = OUTPUT (P) за всяка логическа програма P.

Доказателство: нека A ( OUTPUT (P). Тогава P 
[image: image899.wmf]‘

 A. Имаме MP 
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 P (
( MP 
[image: image901.wmf]‘

 A ( A ( MP. Така OUTPUT (P) ( MP.

За обратното включване ще покажем, че OUTPUT (P) е модел на P.
Нека D е частен случай на хорнова клауза от P. 

Нека tail (D) ( OUTPUT (P). Тогава P 
[image: image902.wmf]‘

 B за всеки основен 
атом B ( tail (D). Ще покажем, че P 
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 head (D). 

Нека ( е произволен модел на P. Тогава ( е модел на всеки частен случай на всяка хорнова клауза от P ( ( 
[image: image904.wmf]‘

 D ( ( 
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 B за някоя 
B ( tail (D) или ( 
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 head (D). Oт друга страна, P 
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 B за всяко B ( tail (D), ( 
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 P ( ( 
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 B за всеки B ( tail (D). Така ( 
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 head (D). 

Получихме, че P 
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 head (D), т.е. head (D) ( OUTPUT (P) (
( OUTPUT (P) е ербранов модел на P ( MP ( OUTPUT (P).

Като комбинираме двете включвания получаваме МP = OUTPUT (P).
Нека P е логическа програма. Означаваме с M* множеството от всички основни атоми в ( и с P (M*) множеството от всички 
подмножества на M*. Да напомним, че P (M*) = (P (M*), (, () е 

област на Скот. Дефинираме изображение TP : P (M*) ( P (M*) по следния начин: TP (M) = { A | съществува частен случай D на хорнова клауза от P, такъв че A = head (D) и tail (D) ( M }.

Твърдение: Дефинираното TP е непрекъснато изображение на 
P (M*) в P (M*).

Доказателство: първо ще покажем, че TP е монотонно.

Нека M ( N. Нека A ( TP (M). Тогава съществува частен случай D на хорнова клауза от P, такъв че A = head (D) и tail (D) ( M (
съществува частен случай D на хорнова клауза от P, такъв че 
A = head (D) и tail (D) ( N ( A ( TP (N). Така TP (M) ( TP (N).
Нека M0 ( M1 ( …( Mk ( …е монотонна редица от елементи на P (M*).
Достатъчно е да покажем, че TP (
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Естествено, от монотонността имаме 
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Нека A ( TP (
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). Тогава съществува частен случай D на хорнова клауза от P, такъв че A = head (D) и tail (D) ( 
[image: image917.wmf]U
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. Тъй като tail (D) е крайно множество, то съществува k ( N, такова че tail (D) ( Mk.

При това положение, A ( TP (Mk). Така TP (
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и твърдението е доказано.

От теоремата на Кнастер-Тарски TP притежава най-малка неподвижна точка. Да я означим с LP, LP ( M*. Да напомним, че LP също е най-малка квазинеподвижна точка.

Твърдение: Нека M ( M* е ербранов модел на P. Тогава TP (M) ( M.
Доказателство: нека A ( TP (M). Тогава съществува частен случай C на хорнова клауза от P, такъв че A = head (D) и tail (D) ( M. Тъй като M е ербранов модел на P, то M е модел на D, tail (D) ( M ( A ( M.

Така TP (M) ( M.

Следствие: LP ( MP.

Доказателство: тъй като MP е модел на P, то TP (MP) ( MP ( MP е квазинеподвижна точка на TP ( LP ( MP, тъй като LP е най-малка квазинеподвижна точка на TP.

Твърдение: Нека TP (M) ( M. Тогава M е ербранов модел на P.

Доказателство: нека D е частен случай на хорнова клауза от P.
Да предположим, че tail (D) ( M. Тогава head (D) ( TP (M) (
head (D) ( M. Така M е ербранов модел на P.

Следствие: МP ( LP.

Доказателство: имаме TP (LP) ( LP, тъй като LP е квазинеподвижна точка на TP. Тогава LP е ербранов модел на P ( МP ( LP.
И така показахме равенствата OUTPUT (P) = MP = LP за всяка логическа програма P. Тези равенства са известни като теорема на Ван Емден-Ковалски.

Нека P е логическа програма, M ( M*. Твърдение от вида

OUTPUT (P) ( M наричаме твърдение за частична коректност на програмата P. От горните твърдения е ясно, че такова твърдение следва от всяко едно от следните твърдения: TP (M) ( M, M е модел на P.

Твърдение от вида OUTPUT (P) = M наричаме твърдение за тотална коректност на програмата P. Твърденията за тотална коректност са значително по-силни и се доказват по-трудно.
Ще разгледаме един пример. Нека P е следната логическа програма:

is_int (0) & (X (is_int (f (X)) ( (is_int (X)). В PROLOG тази програма се записва по следния начин:
is_int (0).

is_int (f (X)) :- is_int (X).

Нека M = { is_int (fn (0)) | n = 0, 1, …}.

Ще покажем, че OUTPUT (P) ( M.

Както отбелязахме, достатъчно е да покажем, че TP (M) ( M.

Нека A ( TP (M). Тогава съществува частен случай D на хорнова клауза от P, такъв че A = head (D) и tail (D) ( M. Ако D е частен случай на първата клауза, то D = is_int (0), tail (D) = (, A = is_int (0) ( A ( M.

Нека D е частен случай на втората клауза. Имаме tail (D) = { is_int (X/() }, където ( e основен терм, tail (D) ( M ( is_int (X/() ( M ( ( = fn (0) за някое n ( N. При това положение, A = head (D) = is_int (f (X))(X/() =
= is_int (f (X))(X/fn (0)) = is_int (fn+1 (0)) ( M. 
Така TP (M) ( M ( OUTPUT (P) ( M.

Схеми на програми. 

Стандартни схеми
Нека ( = ((c1, c2, …, cr), (f1, f2, …, fm), (T1, T2, …, Tk)) е език от първи ред.
Считаме, че функционалният символ fi е ai-местен, i = 1, 2, …, m и предикатният символ Tj е bj-местен, j = 1, 2, …, k.

Нека разполагаме с изброимо множество от променливи, които ще означаваме с главни латински букви (X, Y, …), евентуално с индекси.

Дефинираме синтактичното понятие оператор в езика (:

1. Оператор за присвояване - l. Zi := Zj, l ( N, Zi, Zj са променливи.

2. Оператор за присвояване на константа - l. Zi := cj, l ( N, Zi е променлива, j ( { 1, 2, …, r }.
3. Оператор за присвояване на резултат от операция -

l. Z := fj (Z1, Z2, …, 
[image: image920.wmf]j
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Z

), l ( N, j ( { 1, 2, …, m }, Z, Zi, i = 1, 2, …, aj са променливи.
4. Оператор за условен преход - l. if Tj (Z1, Z2, …, 
[image: image921.wmf]j
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) then l1 else l2, 

l, l1, l2 ( N, j ( { 1, 2, …, k}, Zi, i = 1, 2, …, bj са променливи. Тук числата l1, l2 се наричат адреси на прехода.

5. Оператор за безусловен преход - l. goto l1, l, l1 ( N. Тук числото l1 се нарича адрес на прехода.

6. Оператор за край - l. stop, l ( N.
Числото l ( N във всичките случаи се нарича етикет на оператора.

Дефинираме синтактичното понятие стандартна схема 

(итеративна схема) в езика (:

Input (X1, X2, …, Xn)
Output Y
begin

  O0; O1; …; Oq;

end
Тук n ( 1 и X1, X2, …, Xn са различни помежду си входни променливи, 
Y е променлива, Oi е оператор в ( за всяко i ( { 0, 1, …, q }. При това за тези оператори са в сила следните ограничения:

1. Етикетът на операторът Ol е l, l = 0, 1, …, q.

2. Адресите на преходите във всички оператори са в интервала [0, q].

3. Oq е оператор за край, оператор за условен преход или оператор за безусловен преход.
Ще дадем пример за стандартна схема.

Нека ( = (c; f, g; T), където f е едноместен, g е двуместен, T е едноместен.

Тогава следният синтактичен обект е коректна стандартна схема:

Input (X)

Output Y
begin

0. Y := c;

1. if T (x) then 5 else 2;

2. Y := g (X, Y);

3. X := f (X);

4. goto 1;

5. stop;

end
Ще дефинираме семантиката на една стандартна схема.

Естествено, има смисъл да говорим за семантиката на схема едва когато са интерпретирани константите, функционалните символи и предикатните символи на езика (.

Нека ( = (H, (p1, p2, …, pr), (F1, F2, …, Fm), (P1, P2, …, Pk)) е алгебрична система в (. В контекста на схемите на програми, алгебричните системи се наричат тип данни. Нека S е стандартна схема от горния общ вид.
Нека Z1, Z2, …, Zp са всички променливи, които участват в S.

Ще дефинираме две изображения val : N x Hn x { Z1, Z2, …, Zp } ( H и

count : N x Hn ( [0, q] с едновременна индукция по първия аргумент.
Неформално val ще определя съдържанието на променливите на всяка стъпка от изпълнението на схемата, а count ще определя етикетът на следващия оператор за изпълнение отново на всяка стъпка от изпълнението.
Нека s = (s1, s2, …, sn) ( Hn, Z ( { Z1, Z2, …, Zp }.

1. val (0, s, Z) = si, ако Z е входната променлива Xi, i ( { 1, 2, …, n } и

val (0, s, Z) = s1, ако Z не е входна променлива; count (0, s) = 0.
2. Нека step ( N, val (step, s, Zi) = ti ( H, i = 1, 2, …, p, 

count (step, s) = l.

a. Ако Ol = l. Zi := Zj, i, j ( { 1, 2, …, p }, то
val (step+1, s, Z) = tj, ако Z = Zi,
val (step+1, s, Z) = val (step, s, Z), ако Z ( Zi;

count (step+1, s) = l+1. Да отбележим, че Ol е оператор за

присвояване, така че l < q и l+1 ( [0, q].

b. Ако Ol = l. Zi := cj, i ( { 1, 2, …, p}, j ( { 1, 2, …, r }, то
val (step+1, s, Z) = pj, ако Z = Zi,

val (step+1, s, Z) = val (step, s, Z), ако Z ( Zi;

count (step+1, s) = l+1. Отново l < q и l+1 ( [0, q].

c. Ако Ol = l. Zi := fj (
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val (step+1, s, Z) = Fj (
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val (step+1, s, Z) = val (step, s, Z), ако Z ( Zi;

count (step+1, s) = l+1. Отново l < q и l+1 ( [0, q].

d. Ако Ol = if Tj (
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j ( { 1, 2, …, m }, is ( { 1, 2, …, p}, то

val (step+1, s, Z) = val (step, s, Z);

count (step+1, s, Z) = l1, ако Pj (
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count (step+1, s, Z) = l2, ако Pj (
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Да отбележим, че по дефиниция l1, l2 ( [0, q].
e. Ако Ol = l. goto l1, l1 ( N, то
val (step+1, s, Z) = val (step, s, Z);
count (step+1, s) = l1. Да отбележим, че по дефиниция 
l1 ( [0, q].
f. Ако Ol = l. stop, то
val (step+1, s, Z) = val (step, s, Z);

count (step+1, s) = count (step, s).

След като сме определили двете изображения, дефинираме семантиката < S, ( > : Hn ( H на стандартната схема S в типа 

данни  ( по следния начин: < S, ( > (s) ( t ( съществува k ( N и съществува l ( N, такива че count (k, s) = l, Ol = l. stop и val (k, s, Y) = t.

Не е трудно да се съобрази, че дефиницията е коректна - попадайки веднъж в оператор stop след това не променяме стойностите на променливите.

Нека S е примерната схема от по-горе.

Нека са дадени двата типа данни 

(1 = (N; 1; (x.x∸1, (x, y.x*y; x = 0?), (2 = ({ A, B, …, Z }*; (; (, (; x = (?),

където функциите (, ( се дефинират по следния начин:

( (x) = думата x, без първата си буква, ако x ( (,

( (() = (;

( (x, y) = първата буква на x, долепена до y, ако x ( (,

( ((, y) = y.

Лесно се проверява, че < S, (1 > (x) ( x! за всяко x ( N,

< S, (2 > (x) ( обърнатата дума x за всяко x ( { A, B, …, Z}*.
Рекурсивни схеми
Нека ( = ((c1, c2, …, cr), (f1, f2, …, fm), (T1, T2, …, Tg)) е език от първи ред.

Считаме, че функционалният символ fi е ai-местен, i = 1, 2, …, m и предикатният символ Tj е bj-местен, j = 1, 2, …, g.

Както в дефиницията на рекурсивните програми считаме, че разполагаме с обектови и функционални променливи.
Всъщност, рекурсивните схеми са обобщение на рекурсивните програми в произволен тип данни (а не в типа на естествените числа).

Означенията за константите от тип Bool и за основните операции от тип Booln ( Bool ще съвпадат с тези при рекурсивните програми.
Абсолютно аналогично се дефинират понятията терм от основен тип, терм от тип Bool и условен терм. Разликите са, че символите за основните операции f : Natn ( Nat се заменят с функционалните символи на (, символите за основните операции f : Natn ( Bool се заменят с предикатните символи на ( и символите за Nat-константите се заменят с константните символи на (.

Рекурсивна схема наричаме следният синтактичен обект:
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Тук (0 е терм от основен тип, който наричаме глава на програмата,

(1, …, (k са термове от основен тип или условни термове.
Ще дефинираме семантиката на рекурсивна схема, естествено в конкретен тип данни.
Нека ( = (H, (p1, p2, …, pr), (F1, F2, …, Fm), (P1, P2, …, Pk)) е тип данни в (.
Да напомним, че с FnH означаваме множеството на 

n-местните частични функции на H.

Навсякъде по-долу означаваме FH = 
[image: image958.wmf]12k
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Нека ( е (X1, …, Xn, 
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), s ( Hn, ( ( FH.
Дефинираме понятието стойност на терм с индукция по построението:
1. Ако ( = cj, то ( (s, () ( pj.
2. Ако ( = b, където b е булова константа, то ( (s, () ( b.
3. Ако ( е променлива, ( = Xi, то ( (s, () ( si.

4. Ако ( = fj ((1, (2, …, 
[image: image962.wmf]t

j
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), то ( (s, () ( Fj ((1 (s, (), (2 (s, (), …, (l (s, ()).

5. Ако ( = Tj ((1, (2, …, 
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), то ( (s, () ( Pj ((1 (s, (), (2 (s, (), …, (l (s, ()).

6. Ако ( = ( ((1, (2, …, 
[image: image964.wmf]t

l

), където ( е l-местна булова операция, то 
( (s, () ( ( ((1 (s, (), (2 (s, (), …, (l (s, ()).

7. Нека ( e условен терм, ( = if ( then (1 else (2. Тогава 
( (s, () ( (1 (s, (), ако ( (s, () ( tt,

( (s, () ( (2 (s, (), ако ( (s, () ( ff,

(! ( (s, (), ако (! ( (s, ().

8. Нека ( e обръщение към функция, ( = 
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Тогава ( (s, () ( (i ((1 (s, (), (2 (s, (), …, 
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Дефиницията е аналогична на стойност на терм в основен тип Nat при предаване на параметрите по стойност.

С всеки терм ( (X1, …, Xn, 
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) свързваме оператор

Г( : FH ( FnH, дефиниран по следния начин:
Г( ((1, (2, …, (k)(s1, s2, …, sn) ( ( (s1, s2, …, sn, (1, (2, …, (k)

за всяко ( ( FH, s ( Hn. Както при рекурсивните програми с предаване по стойност се проверяват последователно монотонността и компактността на Г(. Така за всеки терм (, Г( е непрекъснато изображение на области на Скот.
Нека R е рекурсивна схема от горния общ вид.

За всяко i ( { 1, 2, …, k} означаваме, Гi = 
[image: image971.wmf]t

i

Γ

. 
Разглеждаме системата за изображенията Г1, Г2, …, Гk:

Г1 ((1, (2, …, (k) = (1
Г2 ((1, (2, …, (k) = (2
…

Гk ((1, (2, …, (k) = (k
Тъй като Г1, Г2, …, Гk са непрекъснати изображения, то системата притежава най-малко решение ( = ((1, (2, …, (k). 
При това ( е и най-малко квазирешение.

Функцията < R, ( > : Hn ( H, дефинирана с 
< R, ( > (s) ( (0 (s, () за всяко s ( Hn, където ( е точно това най-малко решение наричаме семантика на рекурсивната схема програмата R
в типа данни (.
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